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Resumo
JESUS, Luís Jorge Mesquita de. Formulação Dinâmica de Cascas Abatidas de Materiais
Compósitos Laminados Simétricos Usando o Método dos Elementos de Contorno. 2015.
157p. Tese (Doutorado), Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade Estadual de
Campinas, Campinas.
Aspectos de uma formulação dinâmica do método dos elementos de contorno para a
análise transiente e modal de cascas abatidas anisotrópicas são apresentados. A formulação
desenvolvida neste trabalho baseia-se no acoplamento das formulações de elasticidade plana
(formulação de membrana) e flexão de placas finas (placas de Kirchhoff ou teoria clássica de
placas). Ambas as formulações utilizam soluções fundamentais da elasto-estática. Os efeitos
de inércia e da curvatura são considerados como forças de corpo, que geram integrais de
domínio, as quais são transformadas em integrais de contorno usando o método da integração
radial (MIR). Sendo assim, apenas o contorno é discretizado. As forças de corpo são escritas
como uma soma de funções de aproximação multiplicadas por coeficientes desconhecidos.
Uma função de base radial é utilizada como função de aproximação nas integrais de domínio.
A formulação desenvolvida é aplicada à análise transiente de cascas abatidas de materiais
compósitos laminados simétricos sujeitas a cargas dependentes do tempo e ao cálculo de suas
frequências naturais e modos de vibração. A implementação computacional foi realizada
para a formulação proposta e os resultados foram comparados com resultados disponíveis na
literatura. A precisão do método é verificada através de análises de convergência de malha,
e da variação do número de pontos de integração e dos parâmetros da geometria e material
utilizados nos problemas de cascas analisados.
Palavras-chave: Formulação dinâmica, Método dos elementos de contorno, Cascas abati-
das, Método da integração radial, Materiais compósitos.
Abstract
JESUS, Luís Jorge Mesquita de. Dynamic Formulation of Shallow Shells of Symmetric
Composite Laminated Materials Using the Boundary Element Method. 2015. 157p. Docto-
ral Thesis. Faculty of Mechanical Engineering, University of Campinas, Campinas.
Aspects of a dynamic formulation of the boundary element method for transient and mo-
dal analysis of anisotropic shallow shells are presented. The formulation developed in this
work is based on the coupling of the plane elasticity formulations (membrane formulation)
and thin plate formulation (Kirchhoff plates or classical theory plates). Both formulations
use elastostatic fundamental solutions. Curvature and inertia effects are considered as body
forces, generating domain integrals, which are transformed into the boundary integrals using
the radial integration method (RIM). Thus, only the boundary is discretized. Body forces
are written as a sum of approximation functions multiplied by unknown coefficients. One
radial basis function is used as approximation function in the domain integrals. The develo-
ped formulation is applied to the transient analysis of shallow shells of symmetric composite
laminated materials subjected to time dependent loads and to the calculation of their natural
frequencies and modal shapes. The computational implementation was carried out for the
proposed formulation and the results were compared with results available in the literature.
The accuracy of the method is verified by mesh convergence analysis, and varying the num-
ber of integration points and the geometry and material parameters used in the analyzed shell
problems.
Keywords:Dynamic formulation, Boundary element method, Shallow shells, Radial integra-
tion method, Composite materials.
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Capı´tulo 1
Introdução
1.1 Considerações iniciais
O presente trabalho trata de cascas abatidas, materiais compósitos, análise dinâmica e do método
dos elementos de contorno. A seguir são apresentadas algumas considerações sobre esses assuntos, um
breve histórico de contribuições neste campo de estudo, a motivação para a seleção desses assuntos como
objeto de pesquisa e também a descrição do presente trabalho e de seus respectivos capítulos.
1.2 Considerações sobre cascas abatidas de compósitos
As pesquisas por materiais de alta resistência, alta rigidez e baixo peso impuseram ciclos históricos
na aplicação de materiais na indústria aeronáutica. Partindo do uso da madeira, passando pelas ligas de
alumínio e magnésio, chega-se ao estado atual, no qual a indústria aeroespacial está, cada vez mais, subs-
tituindo o uso de metais pelo uso de compósitos. Como exemplo podemos citar o Boeing 787 Dreamliner
(Figura 1.1), produzido com 50 por cento de materiais compósitos [Agarwal and Broutman, 1990,Gibson,
1994]. Os avanços nos métodos de manufatura de compósitos também tem contribuído para o aumento
da utilização de materiais compósitos laminados em muitas aplicações modernas. Outros requisitos que
podem ser obtidos com o uso de materiais compósitos, além dos que foram citados, incluem uma boa
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resistência à corrosão e vida em fadiga longa.
Figura 1.1: Boeing 787-8 Dreamliner (Fonte: http://www.newairplane.com/787/dreamliner-effect/).
Dentre as estruturas feitas de materiais compósitos, tem-se aumentado o interesse por aquelas que se
apresentam na forma de cascas de compósitos laminados, no que se refere à demanda para a construção
de estruturas aeroespaciais, automotivas e navais avançadas. Cascas de compósitos agora constituem
uma grande porcentagem dessas estruturas (Figura 1.2). Requisitos como o perfil aerodinâmico tem boa
demanda de estruturas curvas, cascas ou estruturas semelhantes. De acordo com [Qatu et al., 2010] a
geometria de casca abordada pela maioria dos pesquisadores é a de cascas cilíndricas fechadas devido ao
seu uso generalizado e facilidade de fabricação. Outras geometrias de casca também tem sido investiga-
das. Entre aquelas que receberam uma atenção considerável estão as cascas abatidas e as cascas cônicas.
Cascas abatidas são cascas abertas com formas planas retangulares, triangulares, trapezoidais, circulares,
rômbicas ou outras formas. Elas são frequentemente usadas como painéis nas indústrias aeroespacial e
de submarinos.
Além disso, o aumento na utilização de cascas de compósitos laminados em muitas aplicações de
engenharia tem gerado bastante interesse no comportamento dessas estruturas, como por exemplo seu
comportamento dinâmico. Inúmeros trabalhos tem sido publicados em análise dinâmica de cascas, os
quais incluem problemas de vibração livre com várias condições de contorno e/ou geometria de casca,
resposta transiente, carga de choque e impacto, estabilidade dinâmica e comportamento dinâmico geral.
Uma revisão de publicações que surgiram nas últimas décadas pode ser encontrada em [Qatu, 1992,Qatu,
2004, Qatu et al., 2010].
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Figura 1.2: Módulo espacial Orion de tripulação projetado pela NASA, o qual contém materiais compósitos como constituintes
de partes de sua estrutura, as quais possuem geometria de casca e estão sujeitas a pressão interna (Fonte: http://www.nasa.
gov/offices/nesc/home/Feature6090908.html).
1.3 Considerações sobre placas
Pode-se definir uma placa, em conformidade com [Reis, 2010], como sendo um elemento estrutural
de superfície, simétrico em relação a um plano médio, cuja dimensão menor, que está na direção normal
a este plano, é denominada espessura da placa, sendo o carregamento transversal ao plano médio. De
acordo com o material do qual são constituídas, as placas podem ser classificadas como anisotrópicas,
ortotrópicas ou isotrópicas. As placas anisotrópicas possuem propriedades diferentes em qualquer dire-
ção, as placas ortotrópicas tem propriedades diferentes em duas direções perpendiculares enquanto que
as isotrópicas apresentam propriedades iguais em qualquer direção. Com relação à espessura, as placas
podem ser classificadas como finas e espessas. Os efeitos da deformação por cisalhamento transversal
não são considerados nos modelos matemáticos para placas finas, os quais no entanto são considerados
nos modelos de placas espessas.
Em análise de estruturas em forma de placas anisotrópicas, diferentes teorias surgiram para verificar
o comportamento geral destes tipos de superfícies estruturais, com hipóteses simplificadoras que as con-
sideram como elementos bidimensionais. De acordo com [Timoshenko and Gere, 1961] a flexão de uma
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placa foi descrita primeiramente de maneira satisfatória por Navier no século XIX, em que a rigidez à
flexão é definida em termos de uma única constante elástica. Poisson, em 1829, propõe três condições
de contorno naturais para esse problema. Porém [Kirchhoff, 1850], mais tarde, estabelece as hipóteses
fundamentais da teoria de placas finas, derivando a expressão da energia potencial para uma placa sob
flexão e aplicando o princípio dos trabalhos virtuais para obter uma equação diferencial, onde a rigi-
dez à flexão foi definida em termos do módulo de Young e do coeficiente de Poisson. Além disso, ele
percebeu que essas três condições de contorno não eram compatíveis com a natureza de quarta ordem
da equação diferencial obtida e mostrou que estas poderiam ser reduzidas a duas condições de contorno
naturais. Essas hipóteses resultaram em uma equação diferencial de quarta ordem, na qual o desloca-
mento é dado em função de duas coordenadas no plano médio da placa, que pode ser uma representação
eficiente do comportamento de placas finas para pequenos deslocamentos, apresentando boa precisão de
resultados para uma grande variedade de carregamentos e geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida
por Kirchhoff não apresenta bons resultados quando são analisadas placas de maior espessura. [Mindlin,
1951] formulou uma teoria para analisar placas moderadamente espessas onde, assumindo-se que as dis-
torções que ocorrem na espessura são constantes, as tensões são obtidas a partir da geometria imposta
para as deformações. O sistema de equações diferenciais obtido é de sexta ordem e também satisfaz as
três condições de contorno requeridas. As formulações apresentadas por Kirchhoff e Mindlin podem ser
consideradas como expressivas contribuições para o aprimoramento da teoria bidimensional de placas.
1.4 Considerações sobre a análise de placas e cascas pelo método
dos elementos de contorno
A simulação computacional de fenômenos, relacionados a estruturas feitas de materiais compósitos,
tem sido uma das principais ferramentas que auxiliam os engenheiros no desenvolvimento de projetos em
que as mesmas estão envolvidas. Dentre os métodos numéricos que mais se destacam no tratamento de
problemas estruturais estão o método dos elementos finitos (MEF) e o método dos elementos de contorno
Capítulo 1. Introdução 24
(MEC). A obtenção de uma formulação de elementos de contorno possui como atrativo a possibilidade
de reduzir o número de dimensões do problema, o que leva a um conjunto reduzido de equações e a uma
quantidade menor de dados requeridos para a computação. Embora a idéia de redução do número de
dimensões do problema pelo uso de uma formulação integral de contorno seja conhecida desde o final
do século XIX, o MEC, na forma como é apresentado hoje, só se desenvolveu quase 80 anos depois,
quando [Rizzo and Shyppy, 1970] apresentaram a formulação das equações integrais singulares, com
as variáveis físicas acopladas umas às outras na formulação direta do método. A partir disso, o MEC
se desenvolveu de forma bastante rápida, sendo atualmente um método bem estabelecido, com vasta
bibliografia publicada [Brebbia and Dominguez, 1989b, Dominguez, 1993, Kane, 1994, Partridge et al.,
1992, Kogl and Gaul, 2003]. Formulações de elementos de contorno tem sido aplicadas para problemas
de flexão em placas anisotrópicas considerando a teoria de placa de Kirchhoff por [Shi and Bezine, 1988],
usando a solução fundamental proposta por [Wu and Altiero, 1981].
Uma formulação de elementos de contorno para a teoria clássica de placas anisotrópicas foi desenvol-
vida pelo grupo de pesquisa dos Professores Paulo Sollero e Éder Lima de Albuquerque, na Universidade
de Campinas, como em [Paiva, 2005, Albuquerque et al., 2006] e estendida para outros problemas [Tor-
sani, 2007, Santana, 2008, Souza, 2009, Reis, 2010, Reis et al., 2011], constituindo-se numa série de
trabalhos com expressivas contribuições neste campo de pesquisa. Na análise numérica de cascas de
materiais compósitos, por sua vez, a grande maioria dos trabalhos estão relacionados com o método dos
elementos finitos e poucos trabalhos na literatura apresentam formulações de elementos de contorno apli-
cadas para cascas ortotrópicas e anisotrópicas [Wang and Schweizerhof, 1995, Wang and Schweizerhof,
1996b,Wang and Schweizerhof, 1996a,Wang and Schweizerhof, 1997], as quais envolvem soluções fun-
damentais que precisam ser calculadas numericamente. Para a análise dessas estruturas, uma abordagem
alternativa para as formulações anteriores é o acoplamento das formulações de membrana e de flexão
de placas, como proposto por [Zhang and Atluri, 1986], que apresentaram uma formulação para análise
estática e dinâmica de cascas abatidas isotrópicas clássicas onde as integrais de domínio foram calculadas
através da discretização do domínio em células. A formulação do método dos elementos de contorno de
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elasticidade plana anisotrópica foi desenvolvida por [Sollero, 1994] para problemas de mecânica da fra-
tura elasto-estática e estendida para outros problemas nos trabalhos de [Albuquerque, 2001] e [Gouvêa,
2006].
Nos trabalhos de [Dirgantara and Aliabadi, 1999, Dirgantara and Aliabadi, 2000] a abordagem pro-
posta por [Zhang and Atluri, 1986] foi estendida para a análise de deformação por cisalhamento de
cascas abatidas isotrópicas, em que surgem integrais de domínio na formulação. Ainda para cascas aba-
tidas, uma formulação de elementos de contorno para a análise de flambagem linear de deformação por
cisalhamento é apresentada em [Baiz and Aliabadi, 2006]. Uma alternativa para se tratar problemas com
integrais de domínio é o método dos elementos de contorno de reciprocidade dual [Nardini and Brebbia,
1983] e o método da integração radial [Gao, 2002, Albuquerque et al., 2007]. Nestes métodos, integrais
de domínio são transformadas em somas de integrais de contorno. A primeira aplicação do método dos
elementos de contorno de reciprocidade dual (MRD) para o tratamento de problemas estruturais em ma-
teriais anisotrópicos foi proposta por [Partridge et al., 1992] para problemas estacionários tridimensionais
e por [Albuquerque et al., 2002a] para problemas transientes bidimensionais. Além destes trabalhos, o
MRD também foi usado para análise de materiais anisotrópicos por [Albuquerque et al., 2003a,Albuquer-
que et al., 2003b, Albuquerque et al., 2004] e [Kogl and Gaul, 2003]. Em [Wen et al., 2000] é utilizada a
formulação proposta por [Dirgantara and Aliabadi, 1999] e as integrais de domínio foram transformadas
em integrais de contorno usando o MRD. Uma análise harmônica e modal do MEC para cascas abatidas
isotrópicas, usando o MRD é apresentada em [Useche, 2014]. Posteriormente [Useche and Albuquer-
que, 2015] propõe uma formulação para análise dinâmica transiente de cascas abatidas isotrópicas sob
cargas de pressão distribuídas uniformemente. Esses dois últimos trabalhos utilizam o acoplamento das
formulações de deformação por cisalhamento de placas e elasticidade plana bidimensional, considerando
os efeitos de rotação por inércia. A principal desvantagem desse método, além da necessidade de que
soluções particulares para a equação governante sejam calculadas, é a falta de livre escolha da função
de aproximação, devido à complexidade das equações diferenciais constitutivas quando aplicado em es-
truturas anisotrópicas. [Paiva et al., 2003] apresenta um tratamento analítico para integrais singulares e
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hipersingulares para a formulação proposta por [Shi and Bezine, 1988]. Um método conhecido na litera-
tura por método da integração radial (MIR) descrito em [Gao, 2002], por sua vez, não demanda o cálculo
de qualquer solução particular, o que o torna especialmente apropriado para formulações anisotrópicas.
Uma aplicação do MIR para análise de problemas dinâmicos de placas anisotrópicas é apresentada
por [Albuquerque et al., 2007] em que as forças de corpo são desconhecidas, e em [Paiva et al., 2011] é
apresentada a análise modal de placas anisotrópicas sob cargas de flexão usando o método dos elementos
de contorno, em que duas equações integrais de contorno são usadas: para deflexão e rotação, as quais
foram discretizadas usando elementos de contorno constantes. Uma formulação do MEC para cascas
abatidas foi apresentada por [Albuquerque and Aliabadi, 2008] para cascas isotrópicas e por [Albuquer-
que and Aliabadi, 2010] para cascas anisotrópicas. Estes dois últimos trabalhos utilizaram o MIR para
a transformação de integrais de domínio remanescentes na formulação em integrais de contorno. Uma
contribuição é dada em [Jesus et al., 2011] através da análise de sensibilidade do método da integração
radial em relação ao número de pontos de integração para a formulação de cascas abatidas anisotrópicas
proposta em [Albuquerque and Aliabadi, 2010], indicando que este método demandou poucos pontos de
integração para a obtenção de uma solução próxima da solução analítica. Isso também é observado nos
trabalhos de [Gao, 2002] e [Jesus et al., 2010] em que o método da integração radial é aplicado para outros
problemas. Embora [Zhang and Atluri, 1986], [Useche, 2014], [Useche and Albuquerque, 2015], [Wang
and Schweizerhof, 1996b], [Providaskis and Beskos, 1991] e outros trabalhos que utilizaram o MEC
para análise dinâmica de cascas abatidas obtiveram em seus resultados boa concordância com soluções
analíticas, não foi encontrado em nenhum deles, e na literatura de modo geral, a aplicação do método da
integração radial para uma formulação dinâmica de cascas abatidas, isotrópicas e anisotrópicas, em que
somente o contorno é discretizado.
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1.5 Objetivos
A motivação desse trabalho advém do crescente interesse que vem surgindo nos últimos anos em
estruturas de compósitos laminados em forma de casca, referente à demanda da indústria aeroespacial,
naval e automotiva, tornando-se um importante campo de pesquisa em engenharia. O método dos ele-
mentos de contorno tem se apresentado como uma ferramenta de modelagem computacional eficiente em
muitos problemas de análise de estruturas feitas de materiais compósitos, e sendo um método numérico
possui um grande potencial de aplicação em empresas e indústrias que concebem projeto, envolvendo
essas estruturas, principalmente no que se refere à significativa economia de tempo e recursos financeiros
durante o desenvolvimento de projetos, pois vários ensaios práticos e a construção de protótipos, que
antes eram indispensáveis, podem ser substituídos por uma simulação computacional apropriada feita
por um programa de análise numérica. Várias contribuições tem sido feitas com relação à aplicação do
MEC na análise de cascas, porém, como citado na seção anterior, se tratam de métodos que se utilizam
de alguma forma de discretização do domínio. Contudo, dessa forma, a formulação dos elementos de
contorno perde seu principal atrativo que é a discretização somente do contorno.
O primeiro objetivo desse trabalho é, portanto, desenvolver uma formulação dinâmica do método
dos elementos de contorno para análise transiente e modal de cascas abatidas de materiais compósitos
laminados simétricos, em que somente o contorno é discretizado.
O segundo objetivo é implementar computacionalmente a formulação desenvolvida e avaliar sua pre-
cisão, e como essa última é influenciada pelos parâmetros da malha de elementos de contorno, número
de passos de tempo (método de Houbolt) e número de pontos de integração.
1.6 Metodologia
Parte da metodologia utilizada neste trabalho provém dos trabalhos de [Paiva, 2005] e [Albuquerque
and Aliabadi, 2010], que usam o MEC em suas formulações. O primeiro trata da análise de problemas
estáticos e dinâmicos em placas anisotrópicas, enquanto o segundo usa o método da integração radial e
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o acoplamento das formulações de elasticidade plana e flexão de placas finas para o cálculo de desloca-
mentos em cascas abatidas de materiais compósitos laminados simétricos.
O método da integração radial (MIR) foi utilizado para transformar as integrais de domínio que sur-
gem na formulação (devido aos termos de inércia serem considerados como forças de corpo) em integrais
de contorno, o que dispensa a necessidade de obtenção de soluções particulares no tratamento dos pro-
blemas envolvidos, proporcionando assim que somente o contorno fosse discretizado.
A implementação da formulação foi desenvolvida tendo como base rotinas computacionais desenvol-
vidas pelo grupo de pesquisa do Professor Éder Lima de Albuquerque, para problemas dinâmicos em
placas anisotrópicas, problema de elasticidade plana, usando elementos de contorno constantes, e outra
rotina para o cálculo de deslocamentos de cascas abatidas isotrópicas usando o MIR, as quais foram gen-
tilmente cedidas por aquele para a realização deste trabalho. As sub-rotinas desenvolvidas para análise
transiente e modal de placas isotrópicas e para elasticidade plana foram modificadas, sendo incorpora-
das às rotinas desenvolvidas para o cálculo de deslocamento transversal em cascas abatidas isotrópicas,
incluindo alterações nas mesmas, dentre elas o número de graus de liberdade necessários para a formula-
ção proposta de cascas e a inclusão dos termos de inércia. Esse mesmo procedimento foi realizado para
implementar a formulação dinâmica de cascas anisotrópicas. A escolha de se utilizar elementos cons-
tantes se deu pela facilidade de implementação, uma vez que os códigos para análise dinâmica de placas
e elasticidade plana citados foram implementados utilizando-se esse tipo de elementos de contorno. As
novas rotinas computacionais foram desenvolvidas para este trabalho utilizando o software comercial
MATLAB.
A validação da formulação foi realizada mediante comparação dos resultados com resultados ana-
líticos e numéricos obtidos por outros métodos disponíveis na literatura ( [Providaskis and Beskos,
1991], [Useche and Albuquerque, 2015], [Sladek et al., 2006] e [Sladek et al., 2007]). Foi utilizada
uma rotina baseada no método de triangulação de pontos para se obter os resultados dos gráficos de
resposta transiente disponíveis em alguns desses trabalhos, também desenvolvida e cedida pelo grupo
de pesquisa citado nesta seção. Para avaliar a precisão do método foram utilizadas análises de conver-
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gência de malha, variação do número de pontos de integração e dos parâmetros da geometria e material
utilizados nos problemas de cascas analisados.
1.7 Principal contribuição deste trabalho
Este trabalho apresenta uma formulação original do método dos elementos de contorno para a análise
transiente e modal de cascas abatidas isotrópicas e anisotrópicas, sem discretizar o domínio.
É o primeiro trabalho que utiliza o método da integração radial numa formulação dinâmica de cascas.
1.8 Descrição do presente trabalho
Este trabalho apresenta uma formulação original do método dos elementos de contorno para análise
transiente e modal de cascas abatidas isotrópicas e anisotrópicas. O presente trabalho utiliza o método da
integração radial na formulação dinâmica de cascas, para transformar as integrais de domínio que surgem
na formulação em integrais de contorno. Na formulação proposta não se faz necessária a obtenção de
soluções particulares das equações diferenciais, como ocorre no caso do método da reciprocidade dual.
Foram obtidos resultados para análise modal e resposta transiente de cascas abatidas esféricas isotrópi-
cas e ortotrópicas, de projeções quadradas e circulares, para diferentes condições de contorno, através
do código computacional desenvolvido no presente trabalho. Em seguida comparações com resultados
disponíveis na literatura e análises numéricas foram realizadas com a finalidade de avaliar a precisão da
formulação. Um artigo foi publicado a partir destes resultados, a saber, em [Jesus et al., 2014], no qual é
feita uma aplicação do método proposto neste trabalho para análise transiente de cascas abatidas esféricas
anisotrópicas sob condições de contorno engastada e simplesmente apoiada.
O presente trabalho está disposto em 6 capítulos.
No Capítulo 2 é apresentada uma breve descrição das equações constitutivas para materiais compó-
sitos, especificamente laminados multidirecionais. Também é apresentada teoria referente à elasticidade
plana anisotrópica e a formulação do método dos elementos de contorno para esta teoria, em que são
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descritas as soluções fundamentais anisotrópicas, a discretização do contorno, o tipo de elemento de
contorno utilizado e as equações para o cálculo dos deslocamentos e densidades de forças nos pontos
internos.
No capítulo 3 são descritas algumas considerações em que se baseiam as teorias de flexão de placas
anisotrópicas segundo a teoria clássica, a formulação de elementos de contorno segundo esta teoria, a
obtenção da solução fundamental anisotrópica, o tratamento de integrais analíticas e numéricas e o tipo
de elemento de contorno utilizado.
No capítulo 4 é apresentada uma formulação dinâmica de elementos de contorno, transiente e modal,
para a análise de cascas abatidas de materiais compósitos laminados simétricos. Serão descritos neste
capítulo considerações básicas sobre cascas abatidas anisotrópicas, o acoplamento das formulações de
elasticidade plana e flexão de placas finas, o método da integração radial, as matrizes de influência do
método dos elementos de contorno, a formulação modal para vibrações livres, o método de Houbolt e a
função de aproximação utilizada.
No capítulo 5 são apresentados resultados numéricos obtidos a partir da implementação do método
proposto neste trabalho para problemas dinâmicos de cascas abatidas isotrópicas e ortotrópicas sob condi-
ções de contorno diversas. Além disso são apresentados neste capítulo resultados de análises de variação
de parâmetros e de convergência de malha.
No capítulo 6 são apresentadas conclusões a partir das análises e resultados citados nos capítulos
anteriores. Também são apresentadas sugestões para trabalhos futuros.
Capı´tulo 2
Elasticidade anisotrópica: formulação integral
2.1 Introdução
Este capítulo descreve brevemente as características básicas de um compósito laminado simétrico e
de sua equação constitutiva. A teoria básica de elasticidade plana (formulação de membrana) para ma-
teriais anisotrópicos também é descrita neste capítulo, seguida da formulação do método dos elementos
de contorno para esta teoria, incluindo o tipo de elemento de contorno utilizado, as soluções fundamen-
tais anisotrópicas, a discretização do contorno e por fim as equações para o cálculo dos deslocamentos e
densidades de forças nos pontos internos. Esta formulação já foi apresentada anteriormente nos trabalhos
de [Sollero, 1994, Albuquerque, 2001, Reis, 2010, Hoefel, 2006], entretanto, grande parte da mesma é
novamente descrita aqui com a finalidade de facilitar a compreensão do texto e homogeneizar a nomen-
clatura utilizada neste trabalho.
2.2 Compósitos laminados simétricos
Considere uma configuração de lâmina, na qual as fibras estão imersas numa matriz e alinhadas
unidirecionalmente (Figura 2.1). Esse é o caso de uma lâmina unidirecional reforçada com fibras, a qual
é tratada como um material ortotrópico, que é definido por três planos de simetria mutuamente ortogonais.
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Figura 2.1: Laminado multidirecional com a notação das coordenadas para as lâminas individuais.
Segundo [Reddy, 2004], duas hipóteses na formulação das equações constitutivas de uma lâmina são
assumidas:
1. uma lâmina é um meio contínuo; ou seja, não contém fissuras nem espaços vazios.
2. uma lâmina se comporta como um material linear elástico.
A primeira hipótese equivale a considerar o comportamento macromecânico de uma lâmina. A se-
gunda hipótese implica que a lei de Hooke generalizada é válida para esse modelo. O laminado con-
siderado aqui está definido como apresentado em [Daniel and Ishai, 2006], ou seja, como um conjunto
de lâminas quase-homogêneas e ortotrópicas, em que suas dimensões laterais são muito maiores que sua
espessura, o qual está carregado no plano somente, ou seja, o laminado e suas camadas estão em um
estado plano de tensão. Todos os deslocamentos são pequenos comparados com a espessura do lami-
nado, e os deslocamentos no plano variam linearmente através da espessura do laminado. As linhas retas
normais à superfície média permanecem retas e normais após a deformação da superfície. As relações
deformação-deslocamento e tensão-deformação são lineares e as distâncias normais a partir da superfície
média permanecem constantes. Existem alguns tipos específicos de laminados que são importantes em
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muitas aplicações e possuem algumas particularidades nas relações tensão-deformação, chamados lami-
nados simétricos. Um laminado é chamado simétrico, ainda de acordo com [Daniel and Ishai, 2006],
quando para cada lâmina de um lado de sua superfície média há uma lâmina correspondente no outro
lado a uma igual distância do plano de referência e com propriedades idênticas, mesma orientação das
fibras e com igual espessura, sendo simétrico tanto na geometria como nas propriedades do material.
2.2.1 Equação constitutiva
Numa abordagem que utiliza elasticidade, para um material ortotrópico, o número de parâmetros
materiais é reduzido a 9 (caso tridimensional), e a relação tensão-deformação da lâmina é dada por:

σ11
σ22
σ12
=

Q11 Q12 0
Q12 Q22 0
0 0 2Q66


ε11
ε22
ε12
 , (2.1)
onde Qi j são as componentes da matriz constitutiva, ou seja:
Q = [Qi j]. (2.2)
Em termos das constantes de engenharia, as componentes do tensor de rigidez podem ser escritas
como
Q11 = E1/(1−ν12ν21) Q22 = E2/(1−ν12ν21)
Q66 = G12 Q16 = Q26 = 0
Q12 = ν21E1/(1−ν12ν21) = ν12E2/(1−ν12ν21)
(2.3)
Sendo a lâmina ortotrópica, esta fica completamente caracterizada com quatro constantes elásticas
independentes: os módulos de elasticidade longitudinais E1 e E2 nas direções 1 e 2, respectivamente, o
módulo de elasticidade transversal G12 e a razão de Poisson, ν12. A quinta constante elástica, ν21 pode
ser determinada pela relação constitutiva, devido a simetria da matriz Q
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ν21E1 = ν12E2 (2.4)
Em muitos casos os eixos principais da lâmina (x1,x2) não são coincidentes com os eixos do laminado
(x¯1, x¯2). Quando isto ocorre, a relação constitutiva para cada lâmina individual deve ser transformada para
o eixo de referência do laminado (Figura 2.2) para então se determinar a relação constitutiva. Para que
esta transformação seja feita, basta que os tensores de tensão e deformação sejam multiplicados pela
matriz de transformação, ou seja

σ′11
σ′22
σ′12
= T

σ11
σ22
σ12
 (2.5)

ε′11
ε′22
ε′12
= T

ε11
ε22
ε12
 (2.6)
onde σ′i j e ε′i j são tensores de tensão e deformação, respectivamente, escritos no sistema de referência do
laminado, σi j e εi j são os mesmos tensores escritos no sistema de referência da lâmina e T a matriz de
transformação dada por
T =

m2 n2 2mn
n2 m2 −2mn
−mn mn m2−n2
 (2.7)
sendo
m = cosθ (2.8)
n = senθ (2.9)
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Convém observar que a matriz inversa T−1 pode ser obtida pela substituição do ângulo positivo θ,
conforme a Figura 2.2, pelo ângulo negativo −θ. A equação constitutiva pode ser escrita na forma

σ′11
σ′22
σ′12
= T
−1Q(T−1)′

ε′11
ε′22
ε′12
 (2.10)
onde (T−1)′ representa a matriz transposta da matriz inversa de T e
T−1 = T(−θ) =

m2 n2 −2mn
n2 m2 2mn
mn −mn m2−n2
 (2.11)
Multiplicando-se as matrizes da equação (2.10), tem-se

σ′11
σ′22
σ′12
=

Q¯11 Q¯12 Q¯16
Q¯12 Q¯22 Q¯26
Q¯16 Q¯26 Q¯66


ε′11
ε′22
ε′12
 (2.12)
onde
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Q¯11 = Q11cos4θ+2(Q12+2Q66)sen2θcos2θ+Q22sen4θ
Q¯22 = Q11sen4θ+2(Q12+2Q66)sen2θcos2θ+Q22cos4θ
Q¯12 = (Q11+Q22−4Q66)sen2θcos2θ+Q12(sen4θ+ cos4θ)
Q¯26 = (Q11+Q22−2Q12−2Q66)sen2θcos2θ+Q66(sen4θ+ cos4θ)
Q¯16 = (Q11−Q12−2Q66)senθcos3θ+(Q12−Q22+2Q66)(sen3θcosθ)
Q¯66 = (Q11−Q12−2Q66)senθcos3θ+(Q12−Q22+2Q66)(senθcos3θ)
(2.13)
Figura 2.2: Sistemas de coordenadas da lâmina (x1,x2) e do laminado (x¯1, x¯2).
A matriz Q¯ é completamente preenchida, sendo que das seis constantes elásticas que governam o
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comportamento da lâmina, duas, Q¯16 e Q¯26, são combinações lineares das outras quatro. No sistema de
coordenadas transformado, a lâmina é dita geralmente ortotrópica, e a matriz Q¯ é parecida com a matriz
Q dos materiais totalmente anisotrópicos (Q¯16 6= 0, Q¯26 6= 0). Quando se tem Q16 = Q26 = 0 diz-se que
o material é especialmente ortotrópico.
Como apresentado por [e O. Ishai, 1994] as relações força-deformação e momento-deformação po-
dem ser dadas por

N11
N22
N12
=

A11 A12 A13
A21 A22 A23
A31 A32 A33


ε′11
0
ε′22
0
ε′12
0
+

B11 B12 B13
B21 B22 B23
B31 B32 B33


κ11
κ22
κ12
 (2.14)

M11
M22
M12
=

B11 B12 B13
B21 B22 B23
B31 B32 B33


ε′11
0
ε′22
0
ε′12
0
+

D11 D12 D13
D21 D22 D23
D31 D32 D33


κ11
κ22
κ12
 (2.15)
Essas relações são expressas em termos de três matrizes de rigidez do laminado, [A], [B], e [D], os
quais são funções da geometria, propriedades do material e sequência de empilhamento das lâminas
individuais. Elas representam as propriedades elásticas médias do laminado multidirecional com os
seguintes significados:
• Ai j é a matriz de rigidez extensional do laminado, que relaciona carregamentos no plano à defor-
mações no plano.
• Bi j é a matriz de rigidez de acoplamento do laminado, que relaciona carregamento no plano à cur-
vaturas e momentos a deformações no plano. Desta maneira, se Bi j 6= 0, forças aplicadas no plano
produzem deformações de flexão e torção além de deformações no plano. Momentos produzem
deformações extensionais e de cisalhamento, além de deformações de flexão e torção.
• Di j é matriz de rigidez flexional do laminado, relacionando momentos a curvaturas.
Neste trabalho, somente laminados simétricos serão usados, onde há o desacoplamento dos efeitos de
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membrana e flexão. Neste caso, as equações (2.14) e (2.15) se reduzem a:

N11
N22
N12
=

A11 A12 A13
A21 A22 A23
A31 A32 A33


ε′11
0
ε′22
0
ε′12
0
 (2.16)

M11
M22
M12
=

D11 D12 D13
D21 D22 D23
D31 D32 D33


κ11
κ22
κ12
 (2.17)
2.3 Elasticidade anisotrópica
Considerando um elemento infinitesimal dentro de um domínio Ω, o equilíbrio de forças pode ser
expresso por:
σi j, j +b′i = 0. (2.18)
Por sua vez, o equilíbrio de momentos resulta em:
σi j = σ ji, (2.19)
onde σi j é o tensor de tensões e b′i é o vetor de forças de corpo.
O vetor de forças de superfície ti em um ponto no contorno Γ de um domínio Ω é expresso na forma:
ti = σi jn j, (2.20)
onde n j é o vetor normal do contorno Γ no ponto.
Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas são assumidos como infinitesimais.
O tensor de deformação, considerando deslocamentos infinitesimais, pode ser escrito como
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εkl =
1
2
(
uk,l +ul,k
)
(2.21)
Para assegurar a unicidade dos deslocamentos, as componentes do tensor de deformações não podem
ser designadas arbitrariamente, devendo satisfazer certas condições de compatibilidade e integrabilidade.
A equação de compatibilidade é dada por:
εi j,kl + εkl,i j− εik, jl− ε jl,ik = 0 (2.22)
que no caso bidimensional é reduzida à forma
ε11,22+ ε22,11 = 2ε12,12. (2.23)
No caso de material elástico linear, a relação entre o tensor de tensões com o tensor de deformações
é escrita, na sua forma mais geral, como
σi j =Ci jklεkl, (2.24)
sendo o coeficiente de linearidade Ci jkl um tensor de quarta ordem (81 elementos) conhecido como tensor
de constantes elásticas. Devido as restrições de simetria tem-se que
Ci jkl =C jikl, Ci jkl =Ci jlk. (2.25)
A condição para a existência de uma função energia de deformação também requer que
Ci jkl =Ckli j (2.26)
Estas considerações reduzem o número de constantes elásticas de 81 para 21. Como a direção das
tensões principais não coincidem necessariamente com a direção das deformações principais, apenas 18,
das 21 constantes são independentes [Lekhnitskii, 1963].
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Considerando as 21 constantes elásticas, a equação (2.24) pode ser reescrita na forma matricial como

σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12

=

C1111 C1122 C1133 C1123 C1113 C1112
C1122 C2222 C2233 C2223 C2213 C2212
C1133 C2233 C3333 C3323 C3313 C3312
C1123 C2223 C3323 C2323 C2313 C2312
C1113 C2213 C3313 C2313 C1313 C1312
C1112 C2212 C3312 C2312 C1312 C1212


ε11
ε22
ε33
2ε23
2ε13
2ε12

(2.27)
A equação (2.24) também pode ser ainda expressa na forma
εi j = Si jklσkl (2.28)
onde Si jkl é um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibilidade, que, devido as mesmas
razões do tensor de constantes elásticas, possui 21 elementos, dos quais apenas 18 são independentes.
A equação (2.28) pode ser escrita na forma matricial como

ε11
ε22
ε33
2ε23
2ε13
2ε12

=

S1111 S1122 S1133 2S1123 2S1113 2S1112
S1122 S2222 S2233 2S2223 2S2213 2S2212
S1133 S2233 S3333 2S3323 2S3313 2S3312
2S1123 2S2223 2S3323 4S2323 4S2313 4S2312
2S1113 2S2213 2S3313 4S2313 4S1313 4S1312
2S1112 2S2212 2S3312 4S2312 4S1312 4S1212


σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12

(2.29)
Usando a notação tensorial reduzida, proposta por [Lekhnitskii, 1963], a equação (2.29) pode ser
escrita como
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
ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6

=

a11 a12 a13 a14 a15 a16
a12 a22 a23 a24 a25 a26
a13 a23 a33 a34 a35 a36
a14 a24 a34 a44 a45 a46
a15 a25 a35 a45 a55 a56
a16 a26 a36 a46 a56 a66


σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6

(2.30)
onde

ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6

=

ε11
ε22
ε33
2ε23
2ε13
2ε12

(2.31)
e

σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6

=

σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12

(2.32)
Os coeficientes elásticos podem ser expressos em termos de constantes de engenharia como [Lekh-
nitskii, 1963]
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a11 = 1/E1 a12 = ν12/E1 =−ν21/E2
a13 =−ν31/E1 =−ν13/E3 a14 = η23,1/E1 = η1,23/G23
a15 = η32,1/E1 = η1,32/G23 a16 = η12,1/E1
a22 = 1/E2 a23 = ν32/E2 =−ν23/E3
a24 = η23,1/E2 = ν23,3/G23 a25 = η31,2/E2 = η2,31/G13
a26 = η12,2/E2 = η2,12/G12 a33 = 1/E3
a34 = η23,3/E3 = η3,23/G23 a35 = η31,1/E3 = η3,31/G13
a36 = η12,3/E3 = η3,12/G12 a44 = 1/G23
a45 = ζ32,23/G23 = ζ23,31/G13 a46 = ζ12,23/G23 = ζ23,12/G12
a55 = 1/G13 a56 = ζ12,31/G13 = ζ31,12/G12
a66 = 1/G12
(2.33)
onde Ek são os módulos de elasticidade longitudinais, ou módulos de Young, referindo-se aos eixos xk,
Gi j são os módulos de elasticidade transversais, ou módulos de Coulomb, para os planos definidos pelos
eixos xix j. Os coeficientes νi j são chamados coeficientes de Poisson. As constantes η jk,l são denomina-
das de coeficientes de influência mútua de primeira espécie que caracterizam extensões nas direções dos
eixos principais, produzidas por tensões tangenciais agindo nos planos principais. As constantes ηl, jk
são os coeficientes de influência mútua de segunda espécie, que expressam deformações tangenciais nos
planos principais, causadas pelas tensões normais atuantes nos planos principais. Por fim, ζi j,kl são os
coeficientes de Chentsov, que caracterizam as deformações tangenciais em planos paralelos aos planos
principais de elasticidade, causadas por tensões tangenciais que atuam em outros planos, paralelos aos
planos principais de elasticidade.
Em estado plano de tensão (σ3 = σ4 = σ5 = 0), um material pode ser descrito usando-se somente seis
constantes elásticas independentes. Desta forma, a equação (2.30) pode ser escrita como
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
ε11
ε22
2ε12
=

a11 a12 a16
a12 a22 a26
a16 a26 a66


σ11
σ22
σ12
 (2.34)
Substituindo as equações (2.21), (2.24) na equação (2.18), obtém-se a equação de equilíbrio escrita
em função dos deslocamentos
Ci jkluk, jl +bi = 0 (2.35)
O tensor tensão pode ser escrito em termos de funções F(x1,x2) chamadas funções tensão de Airy
[Lekhnitskii, 1963] dadas por
σ11 = F,22+U
σ22 = F,11+U (2.36)
σ12 = −F,12 .
onde U é uma função potencial na qual
U,i = bi (2.37)
Substituindo as equações (2.36) na equação constitutiva (2.34) e então na equação de compatibilidade
(2.23), resulta na equação diferencial para funções tensão F(x1,x2)
a11F,2222−2a16F,1222+2a12F,1122−2a26F,1112+a22F,1111+a66F,1212 =
−(a12+a22)U,11+(a16+a26)U,12− (a11+a12)U,22 (2.38)
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No caso da ausência de forças de corpo a equação (2.38) pode ser escrita como
a11F,2222−2a16F,1222+2a12F,1122−2a26F,1112+a22F,1111+a66F,1212 = 0
(2.39)
Criando o operador diferencial
∆k =
∂
∂x2
−µk ∂∂x1 (2.40)
aplicando este operador na função tensão F(x1,x2) na forma
∆1∆2∆3∆4F = 0 (2.41)
e expandindo a equação (2.41) tem-se
F,2222− (µ1µ2µ3µ4)F,1222+(µ1µ2+µ1µ3µ1µ4+µ2µ3+µ2µ4
+µ3µ4)F,1122− (µ1µ2µ3+µ1µ2µ4+µ1µ3µ4+µ2µ3µ4)F,1112
+(µ1µ2µ3µ4)F,1111 = 0 (2.42)
As equações (2.39) e (2.42) serão idênticas se µ1, µ2, µ3 e µ4 forem raízes da equação
a11µ4−2a16µ3+(2a12+a66)µ2−2a26µ+a22 = 0 (2.43)
As raízes da equação (2.43) são sempre complexas ou imaginárias puras, ocorrendo aos pares (µk e
µ¯k) conforme mostrado por [Lekhnitskii, 1968].
Criando-se a variável
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z j = x1+µ jx2 j = 1,2 (2.44)
tem-se que
∆ j =
∂
∂x2
−µ j ∂∂x1 =
d
dz j
(2.45)
Exigindo que a função tensão seja real, tem-se
F(x1,x2) = 2Re[F1(z1)+F2(z2)] (2.46)
Introduzindo a notação
dFj(z j)
dz j
=Ψ j(z j), (2.47)
onde a convenção de soma não é empregada em j, e substituindo a equação (2.46) na equação (2.36),
obtém-se as componentes de tensão
σ11 = 2Re
[
µ21Ψ
(1)
1 (z1)+µ
2
2Ψ
(1)
2 (z2)
]
σ22 = 2Re
[
Ψ(1)1 (z1)+Ψ
(1)
2 (z2)
]
(2.48)
σ12 = −2Re
[
µ1Ψ
(1)
1 (z1)+µ2Ψ
(1)
2 (z2)
]
onde Ψ(1)j representa a primeira derivada de Ψ j.
Substituindo a equação (2.48) na equação (2.34) e então na equação (2.35), desprezando-se os movi-
mentos de corpos rígidos e integrando, obtém-se
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u1 = 2Re [q11Ψ1(z1)+q12Ψ2(z2)]
u2 = 2Re [q21Ψ1(z1)+q22Ψ2(z2)] (2.49)
onde
qi j =
 a11µ2j +a12−a16µ j
a12µ j +a22/µ j−a26
 (2.50)
é a matriz de parâmetros complexos.
Uma vez que as condições de contorno sejam conhecidas, determina-se a função tensão, dada pelas
equações (2.36) com derivadas dadas pela equação (2.47), que satisfaça estas condições, determinando
assim os campos de deslocamentos, dados pelas equações (2.49), e tensões, dados pelas equações (2.48).
2.4 Formulação integral
Integrando a equação (2.18) ao longo da espessura do laminado, as tensões σi j se tornam densidade
de força Ni j, ou seja:
Ni j, j +bi = 0, (2.51)
onde bi representa a densidade de força aplicada ao longo da espessura.
Assumindo-se uma função vetorial contínua u•i , que representa o deslocamento de um estado elasto-
estático definido sobre um domínio Ω, como sendo uma função peso residual da equação de equilíbrio
(2.51), tem-se:
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∫
Ω
Ni j, ju•i dΩ+
∫
Ω
biu•i dΩ= 0 (2.52)
Pela regra de derivação do produto de duas funções tem-se:
(Ni ju•i ),k = Ni j,ku
•
i +Ni ju
•
i,k (2.53)
Pode-se escrever u•i, j como a soma de um tensor simétrico e um anti-simétrico, da forma
u•i, j =
1
2
(u•i, j +u
•
j,i)+
1
2
(u•i, j−u•j,i) = ε•i j +ω•i j (2.54)
sendo que ε•i j e ω•i j representam os tensores deformação (simétrico) e rotação (anti-simétrico), respecti-
vamente, do estado elástico ”• ”.
Substituindo (2.54) em (2.53) tem-se
(Ni ju•i ), j = Ni j, ju
•
i +Ni jε
•
i j +Ni jω
•
i j (2.55)
sendo Ni j um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um anti-simétrico é nulo. Desta
forma, a equação (2.55) torna-se
Ni j, ju•i = (Ni ju
•
i ), j−Ni jε•i j (2.56)
Substituindo a equação (2.56) na equação (2.52) tem-se
−
∫
Ω
Ni jε•i jdΩ+
∫
Ω
(Ni ju•i ), jdΩ+
∫
Ω
biu•i dΩ= 0 (2.57)
Pelo teorema de Green tem-se:
∫
Ω
(Ni ju•i ), jdΩ=
∫
Γ
(Ni ju•i )n jdΓ=
∫
Γ
tiu•i dΓ (2.58)
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onde
ti = Ni jn j (2.59)
Substituindo (2.58) em (2.57), tem-se
∫
Ω
Ni jε•i jdΩ=
∫
Γ
tiu•i dΓ+
∫
Ω
biu•i dΩ (2.60)
Partindo-se da equação (2.18) como sendo a correspondente ao estado u•i e a função de interpolação
da equação (2.52) como sendo ui, obtém-se, de forma análoga a anterior
∫
Ω
N•i jεi jdΩ=
∫
Γ
t•i uidΓ+
∫
Ω
b•i uidΩ (2.61)
Pelo teorema recíproco dois estados de um mesmo material podem ser relacionados por N•i jεi j =
Ni jε•i j. Desta forma, igualando-se as equações (2.61) e (2.60), tem-se
∫
Γ
tiu•i dΓ+
∫
Ω
u•i bidΩ=
∫
Γ
t•i uidΓ+
∫
Ω
uib•i dΩ (2.62)
A equação integral (2.62) relaciona dois estados quaisquer de tensões. Para que se possa tratar pro-
blemas de elasticidade em meio contínuo, será adotado que um destes estados é conhecido, e o outro se
deseja determinar. No caso de elementos de contorno, o estado conhecido é o chamado estado fundamen-
tal que corresponde a resposta de um corpo infinito a uma carga concentrada unitária em um ponto x′. A
representação matemática de uma carga concentrada unitária é dada pelo delta de Dirac que é definido
como

δ(x−x′) = ∞ se x = x′
δ(x−x′) = 0 se x 6= x′∫ ∞
−∞ δ(x−x′)dΩ= 1
(2.63)
A razão da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a função delta de Dirac reduz o número
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de integrais de domínio, pois esta possui a propriedade
∫
Ω
f (x)δ(x−x′)dΩ= f (x′) (2.64)
para um dado ponto x′ ∈Ω.
Considerando o estado ”•” como sendo o estado fundamental de um problema estático livre de forças
de corpo (b•i = 0), a equação (2.62) pode ser escrita como
∫
Γ
t∗ikuidΓ+
∫
Ω
biu∗ikdΩ=
∫
Γ
tiu∗ikdΓ−
∫
Ω
δikuidΩ (2.65)
onde u∗ik e t
∗
ik representam respectivamente deslocamentos e forças de superfície na direção k, num
ponto x, devido a uma força concentrada unitária aplicada de forma estática num ponto x′ numa direção
i. Por serem soluções do estado fundamental, u∗ik e t
∗
ik são chamadas soluções fundamentais de desloca-
mentos e forças de superfície, respectivamente.
Devido a propriedade (2.64), a equação (2.65) pode ser escrita como
uk +
∫
Γ
t∗ikuidΓ=
∫
Γ
u∗iktidΓ−
∫
Ω
biu∗ikdΩ (2.66)
Considerando que as forças de corpo bi são nulas, pode-se escrever:
uk +
∫
Γ
t∗ikuidΓ=
∫
Γ
u∗iktidΓ (2.67)
2.5 Soluções fundamentais anisotrópicas
Para se obter as soluções fundamentais estáticas para problemas bidimensionais em materiais aniso-
trópicos, o domínio Ω será mapeado num plano complexo, usando a seguinte mudança de variável
z′ =
 z′1z′2
=
 x′1+µ1x′2x′1+µ2x′2
 (2.68)
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e
z =
 z1z2
=
 x1+µ1x2x1+µ2x2
 (2.69)
onde µk são raízes complexas da equação (2.43), x′1 e x
′
2 são as coordenadas do ponto fonte (ponto de
aplicação da carga concentrada unitária) e x1 e x2 são as coordenadas do ponto campo (ponto de obtenção
da resposta devido a aplicação da carga unitária).
Se for considerado um contorno fechado Γ ao redor do ponto fonte e se forem usadas as forças de
superfície definidas pela equação (2.20) e as tensões definidas pela equação (2.24), tem-se
∫
Γ
t1dΓ= 2Re
[
[µ1Ψ1+µ2Ψ2]
]
,∫
Γ
t2dΓ= 2Re
[
[Ψ1+Ψ2]
]
(2.70)
onde os colchetes duplos representam o salto na função para um contorno fechado ao redor do ponto
fonte. Se o contorno Γ engloba z′, então o resultado das equações (2.70) serão diferentes de zero.
As soluções fundamentais em um plano anisotrópico infinito podem ser encontradas usando-se a
função tensão de Airy resultante das forças de superfície fundamentais, dadas pelas equações (2.70), e a
equação de equilíbrio de forças (2.18) considerando forças de corpo e efeitos de inércia nulos.
A função tensão de Airy para um ponto carregado na direção xi pode ser representada por Ψik. Como
as equações integrais de contorno (2.70) possuem sinais opostos à carga aplicada, ela pode ser expressa
para um ponto fonte como
2Re
[
[µ1Ψi1+µ2Ψi2]
]
=−δi1,
2Re
[
[Ψi1+Ψi2]
]
= δi2. (2.71)
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As equações (2.71) podem ser satisfeitas para qualquer contorno fechado z′, tomando
Ψik = Aik ln(z− z′) (2.72)
onde Aik são constantes complexas. Usando propriedades de funções complexas, pode ser mostrado que
para qualquer contorno fechando o ponto z′
ln(z− z′) = 2pii. (2.73)
Usando as equações (2.71), (2.72) e (2.73), podem ser obtidas duas equações para as constantes
desconhecidas Aik
Ai1− A¯i1+Ai2− A¯i2 = δi2/(2pii)
µ1Ai1− µ¯1A¯i1+µ2Ai2− µ¯2A¯i2 = −δi1/(2pii) (2.74)
As duas outras equações necessárias para se determinar Aik resultam da exigência que os deslocamen-
tos tenham valores únicos, ou seja
[
[ui]
]
= 0 (2.75)
Usando as equações de deslocamentos (2.49), a equação (2.72) e a equação (2.73), a equação (2.75)
pode ser expandida como
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q11Ai1− q¯11A¯i1+q12A12− q¯12A¯i2 = 0
q21Ai1− q¯21A¯i1+q22A12− q¯22A¯i2 = 0 (2.76)
Escrevendo as equações (2.74) e (2.76) na forma matricial, tem-se
1 −1 1 −1
µ1 −µ1 µ2 −µ2
q11 −q11 q12 −q12
q21 −q21 q22 −q22


A j1
A j1
A j2
A j2

=

δ j2/(2pii)
−δ j1/(2pii)
0
0

(2.77)
que é suficiente para se encontrar as constantes complexas Aik. No caso de materiais isotrópicos a equa-
ção característica (2.43) se torna biquadrada com duas raízes iguais a i e duas iguais a −i. Estes valores
tornam o sistema de equações (2.77) singular. Por causa disso não é possível o uso de materiais isotró-
picos para comparar esta formulação com a formulação isotrópica que utiliza a solução fundamental de
Kelvin [Dominguez, 1993] e [Partridge et al., 1992]. Para fazer esta comparação serão usados materiais
quase-isotrópicos, ou seja
E2 = E1+ ε∼= E (2.78)
sendo que
ε≤ 10−2E1 (2.79)
e
G12 =
E1
2(1+ν12)
(2.80)
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As soluções fundamentais para deslocamentos são obtidas inserindo a função tensão dada pela equa-
ção (2.48) nas equações de deslocamentos (2.49). Desta forma, tem-se
u∗ji(z
′,z) = 2Re[qi1A j1 ln(z1− z′1)+qi2A j2 ln(z2− z′2)]. (2.81)
Similarmente, as soluções fundamentais para forças de superfície são obtida pela substituição da
equação (2.72) nas equações de tensão (2.48) e usando a equação (2.20)
t∗i j(z
′,z) = 2Re
[
1
(z1− z′1)
gi1(µ1n1−n2)A j1+ 1
(z2− z′2)
gi2(µ2n1−n2)A j2
]
(2.82)
onde
[
gi j
]
=
 µ1 µ2
−1 −1
 (2.83)
e nk são as componentes do vetor normal externo.
Note que tanto a solução fundamental de deslocamentos quanto a de forças de superfície são singu-
lares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da solução fundamental de deslocamentos
a singularidade é fraca (lnr). Já no caso da solução fundamental de forças de superfície tem-se uma
singularidade forte (1/r). As formas como estas singularidades serão tratadas é mostrada na seção 2.6.
2.6 Equações integrais singulares
A equação integral (2.67) foi escrita para um ponto do interior do domínio. Uma vez que o ponto
fonte é interno, a equação contém apenas integrandos regulares. Considere agora o limite da transição
quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operação pode ser implementada colocando o ponto fonte
no contorno e diminuindo o domínio do problema por uma região semi-circular, com contorno Γ∗ε e raio ε,
centrado no ponto fonte, conforme mostrado na Figura 2.3. Com esta configuração, o contorno completo
é dividido em duas partes, na forma
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Figura 2.3: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma região semi-circular.
Γ= lim
ε→0
(Γ−Γε+Γ∗ε) (2.84)
onde ε é o raio do semi-círculo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno Γ. A equação (2.67)
é, então, reescrita como:
ul + lim
ε→0
∫
Γ−Γε+Γ∗ε
t∗liuidΓ= limε→0
∫
Γ−Γε+Γ∗ε
u∗litidΓ (2.85)
A integral do lado direito da equação (2.85) contém um integrando de singularidade fraca da ordem
ln(1/r) e é integrável como uma integral imprópria. A integral do lado esquerdo tem uma singularidade
forte, de ordem 1/r, que pode ser regularizada com o primeiro termo da expansão de Taylor em torno do
ponto fonte, ou seja
lim
ε→0
∫
Γ−Γε+Γ∗ε
t∗li ui(z) dΓ = limε→0
∫
Γ∗ε
t∗li [ui(z)−ui(z
′
)] dΓ+
ui(z
′
) lim
ε→0
∫
Γ∗ε
t∗li dΓ+
lim
ε→0
∫
Γ−Γε
t∗liui(z) dΓ (2.86)
Assumindo que os deslocamentos são contínuos no ponto fonte, o primeiro termo do lado direito da
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equação (2.86) é integrável e desaparece no processo de limite. O segundo termo da equação representa
um salto nos deslocamentos dado por Ai j(z′)u j(z′), no qual Ai j(z′) é uma constante que depende da
geometria local e das constantes elásticas. Finalmente, o terceiro termo do lado direito da equação resulta
numa integral imprópria que é calculada no sentido do valor principal de Cauchy. Portanto, quando ε→ 0,
o ponto fonte tende ao contorno e, no limite, a equação (2.85) pode ser escrita na forma
cliui+
∫
−t∗liuidΓ=
∫
Γ
u∗litidΓ (2.87)
onde
∫− representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente cli(z′) é dado por
δi j+Ai j(z′), no qual δi j representa o delta de Kronecker.
2.7 Formulação dos elementos de contorno discretizada: elementos
constantes
Para se obter a solução do problema elasto-estático, o contorno é dividido em elementos de contorno.
Neste trabalho, de forma similar à descrita em [Hoefel, 2006], serão utilizados elementos de contorno
constantes, ou seja, a geometria é aproximada por segmentos de retas com um nó no meio de cada
elemento, como representado na Figura 2.4.
Figura 2.4: Elemento constante [Hoefel, 2006].
Nesta formulação será mais conveniente trabalhar com vetores do que usar notação indicial. Desta
forma tem-se
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u = φu(i)
t = φt(i) (2.88)
sendo que as variáveis em negrito representam vetores de dimensões 2N, onde N é o número de nós,
u(i) e t(i) representam os valores nodais dos deslocamentos e forças de superfícies, respectivamente, u e
t representam os deslocamentos e tensões ao longo do elemento, respectivamente. Porém, considerando
que estes últimos são constantes através de todo o elemento (Figura 2.4), o vetor de funções de forma é
dado por φ=1.
Considere que o domínio tenha sido dividido em NE elementos de contorno. Substituindo as equações
(2.88) na equação (2.87), tem-se
clul +
NE
∑
j=1
{∫
Γ j
−TφdΓ
}
u j =
NE
∑
j=1
{∫
Γ j
UφdΩ
}
t j (2.89)
Chamando
∫
Γ
UφdΓ= G (2.90)
e
∫
Γ j
−TφdΓ= H (2.91)
tem-se
N
∑
j=1
H l ju j =
N
∑
j=1
Gl jt j (2.92)
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ou, na forma matricial
Hu = Gt (2.93)
Desta forma, as integrais de contorno podem ser escritas como:
H( j) =
∫
Γ j
−t∗lkφ( j)dΓ=
∫ 1
−1
−t∗lkφ( j)|J|dξ (2.94)
G( j) =
∫
Γ j
u∗lkφ
( j)dΓ=
∫ 1
−1
u∗lkφ
( j)|J|dξ (2.95)
onde |J| representa o módulo do Jacobiano da transformação (x1,x2)→ ξ, e é dado por [Brebbia and
Dominguez, 1989a] e [Kane, 1993]:
|J|= dΓ
dξ
=
{(
dx1
dξ
)2
+
(
dx2
dξ
)2}1/2
(2.96)
onde dx1/dξ e dx2/dξ são obtidos derivando-se as coordenadas nodais (que representam a geometria do
elemento) em relação a ξ.
2.8 Cálculo dos deslocamentos e densidades de forças em pontos
internos
O tensor de tensões para um ponto no interior do domínio Ω, obtido derivando-se a equação (2.66)
neste ponto e aplicando-se a lei de Hooke, pode ser escrito como
Nik +
∫
Γ
S jiku jdΓ=
∫
Γ
D jikt jdΓ (2.97)
onde Ski j e Dki j são combinações lineares das derivadas de Ti j e Ui j, respectivamente.
O tensor Ski j é dado por
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
S11 j
S22 j
S21 j
=−

Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66


t∗1 j,1
t∗2 j,2
1
2
(
t∗1 j,2+ t
∗
2 j,1
)
 (2.98)
onde j = 1,2. As derivadas de t∗i j são obtidas pela equação
t∗i j,k = −2Re
[
1
(z1− z′1)2
Rk1q j1(µ1n1−n2)Ai1+
1
(z2− z′2)2
Rk2q j2(µ2n1−n2)Ai2
]
(2.99)
onde
Rkl =
 1 1
µ1 µ2
 (2.100)
Da mesma forma Dki j pode ser calculado como

D11 j
D22 j
D21 j
=−

Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66


u∗1 j,1
u∗2 j,2
1
2
(
u∗1 j,2+u
∗
2 j,1
)
 (2.101)
sendo que as derivadas de u∗i j são dadas por
u∗i j,k = 2Re
[
1
z1− z′1
Rk1q j1Ai1+
1
z2− z′2
Rk2q j2Ai2
]
(2.102)
Capı´tulo 3
O método dos elementos de contorno para flexão
em placas anisotrópicas
3.1 Introdução
Aqui também é feita uma descrição da formulação clássica do método dos elementos de contorno para
flexão de placas anisotrópicas (formulação de placas de Kirchhoff, ou seja, formulação onde os efeitos
da deformação por cisalhamento são desprezados). Esta formulação já foi apresentada nos trabalhos
de [Paiva, 2005, Torsani, 2007, Santana, 2008, Souza, 2009, Reis, 2010, Reis et al., 2011]. Entretanto,
da mesma forma que no capítulo 2, para facilitar a compreensão do texto e homogeneizar a formulação
utilizada neste trabalho, grande parte da formulação é novamente descrita aqui.
3.2 Teoria clássica de placas
As placas são elementos estruturais limitados por duas superfícies planas e paralelas (Figura 3.1)
distanciadas entre si por uma espessura t.
No caso da dimensão da espessura ser muito menor que as dimensões das superfícies planas limi-
tantes, as placas são designadas por placas finas. O plano equidistante das superfícies planas externas
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Figura 3.1: Placa Fina.
é designado por plano médio da placa. Considerando as propriedades do material, uma placa pode ser
anisotrópica, com diferentes propriedades em diferentes direções, ou isotrópica, com propriedades iguais
em todas as direções. Dependendo de sua espessura, uma placa pode ser considerada fina ou espessa.
Neste trabalho, será desenvolvida a formulação do método dos elementos de contorno para placas fi-
nas anisotrópicas. A teoria clássica de flexão de placas anisotrópicas (onde o efeito da deformação por
cisalhamento não é considerado) está baseada nos seguintes pressupostos:
1. A normal ao plano médio da placa antes da deformação permanece normal à superfície média após
a flexão.
2. A tensão normal σz na direção normal ao plano médio é desprezível diante das outras tensões no
plano da placa.
3.3 Relações básicas na teoria clássica de placas
Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos já definidos. A Figura 3.2 mostra este
elemento com um estado de tensões agindo nele e uma força distribuída aplicada em sua superfície.
Integrando as componentes de tensão ao longo da espessura da placa podemos definir os momentos e
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Figura 3.2: Tensões em um elemento de placa.
forças (Figura 3.3):
mx =
∫ t/2
−t/2
σxzdz, (3.1)
my =
∫ t/2
−t/2
σyzdz, (3.2)
mxy =
∫ t/2
−t/2
τxyzdz, (3.3)
qx =
∫ t/2
−t/2
τxzdz, (3.4)
e
qy =
∫ t/2
−t/2
τyzdz. (3.5)
Do equilíbrio de forças e momentos, podemos escrever:
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Figura 3.3: Forças e momentos em um elemento da placa.
∂qx
∂x
+
∂qy
∂y
+g = 0, (3.6)
∂mx
∂x
+
∂myx
∂y
−qx = 0, (3.7)
∂my
∂y
+
∂mxy
∂x
−qy = 0. (3.8)
onde as unidades são: força distribuída g em N/m2, momento m em N.m e esforço cortante q em N.
Resolvendo as equações (3.7) e (3.8) para qx e qy, respectivamente, substituindo a equação (3.6) e
considerando a simetria de momentos (mxy = myx), tem-se:
∂2mx
∂x2
+2
∂2mxy
∂x∂y
+
∂2my
∂y2
=−g. (3.9)
Considere as posições inicial e final de um elemento da placa dado por abcd paralelo ao plano médio
com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distância z do plano médio (Figura
3.4).
Assumindo que, durante a flexão da placa, os pontos a, b, c e d, movem-se para a′, b′, c′ e d′,
chamando as componentes de deslocamento u0 e v0 do ponto a nas direções x e y (Figura 3.4), respecti-
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Figura 3.4: Deformação em um elemento da placa.
vamente, o deslocamento do ponto b na direção x é dado por:
b′x−bx = uo+
∂u
∂x
dx. (3.10)
Então, o incremento do comprimento dx na direção x é dado por:
∆dx =
∂u
∂x
dx, (3.11)
e a deformação na direção x é dada por:
εx =
∆dx
dx
=
∂u
∂x
. (3.12)
Da mesma forma, podemos escrever:
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εy =
∂v
∂y
, (3.13)
γxy =
∂u
∂y
+
∂v
∂x
. (3.14)
A Figura 3.5 mostra as posições inicial e final de uma seção da placa, paralela ao plano xz, que contém
os pontos a, b, n1 e n2. A rotação do elemento an1, inicialmente na posição vertical, é igual a ∂w∂x . Então,
o deslocamento do ponto na direção x, a uma distância z da superfície média pode ser escrita como:
u =−z∂w
∂x
. (3.15)
Figura 3.5: Posições inicial e final de um elemento de placa.
Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na direção y é dado por:
v =−z∂w
∂y
. (3.16)
Substituindo as equações (3.15) e (3.16) nas equações (3.12), (3.13) e (3.14) pode-se escrever:
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εx = −z∂
2w
∂x2
= zκx,
εy = −z∂
2w
∂y2
= zκy,
γxy = −2z ∂
2w
∂x∂y
= zκxy. (3.17)
onde κx, κy e κxy são as curvaturas da placa dadas por:

κx
κy
κxy
=−

∂2w
∂x2
∂2w
∂y2
2 ∂
2w
∂x∂y
 (3.18)
Integrando ao longo da espessura (Figura 2.1) as equações (3.1), (3.2), (3.3) e usando a relação tensão-
deformação para uma lâmina ortotrópica dada pela equação (2.12) tem-se:

mx
my
mxy
=
n
∑
k=1
∫ hk
hk−1

σx
σy
τxy

k
z dz (3.19)
A seguir, usando-se as equações (2.12) e (3.17), pode-se escrever a equação (3.19) para um laminado
da seguinte forma:

mx
my
mxy
=
N
∑
k=1

∫ hk
hk−1

Q¯11 Q¯12 Q¯16
Q¯12 Q¯22 Q¯26
Q¯16 Q¯26 Q¯66

k

κx
κy
κxy
z
2 dz
 (3.20)
ou

mx
my
mxy
=

D11 D12 D16
D12 D22 D26
D16 D26 D66


κx
κy
κxy
 (3.21)
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onde
Di j =
1
3
n
∑
k=1
(
Qi j
)
k
(
h3k−h3k−1
)
(3.22)
onde hk é a distância do plano médio do laminado até a interface k (Figura 2.1).
A equação (3.21) também pode ser escrita como:
mx = −
(
D11
∂2w
∂x2
+D12
∂2w
∂y2
+2D16
∂2w
∂x∂y
)
,
my = −
(
D12
∂2w
∂x2
+D22
∂2w
∂y2
+2D26
∂2w
∂x∂y
)
, (3.23)
mxy = −
(
D16
∂2w
∂x2
+D26
∂2w
∂y2
+2D66
∂2w
∂x∂y
)
.
Substituindo as equações (3.23) nas equações (3.7) e (3.8), pode-se escrever:
qx = −
[
D11
∂3w
∂x3
+3D16
∂3w
∂x2∂y
+(D12+2D66)
∂3w
∂x∂y2
+D26
∂3w
∂y3
]
,
qy = −
[
D16
∂3w
∂x3
+(D12+2D66)
∂3w
∂x2∂y
+3D26
∂3w
∂x∂y2
+D22
∂3w
∂y3
]
.
(3.24)
A equação (3.9) pode então ser reescrita usando as equações (3.23) como:
D11
∂4w
∂x4
+4D16
∂4w
∂x3∂y
+2(D12+2D66)
∂4w
∂x2∂y2
+4D26
∂4w
∂x∂y3
+D22
∂4w
∂y4
= g. (3.25)
A equação (3.25) pode ser integrada no plano característico complexo:
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z = x+µy (3.26)
µ = d+ ie
onde d e e são as partes real e imaginária de µ, respectivamente. Usando a equação (3.27) e considerando
as forças de corpo nulas, a equação (3.25) pode ser escrita como:
∂4w
∂z4
[
D22µ4+4D26µ3+2(D12+2D66)µ2+4D16µ+D11
]
= 0. (3.27)
A solução geral para w na equação (3.25) depende das raízes µ1, µ2, µ¯1 e µ¯2 da equação característica
dada por:
D22µ4+4D26µ3+2(D12+2D66)µ2+4D16µ+D11 = 0. (3.28)
As raízes desta equação, como mostrado por [Lekhnitskii, 1968], são sempre complexas para mate-
riais homogêneos. As raízes complexas µ1 = d1 + e1i e µ2 = d2 + e2i são conhecidas como parâmetros
complexos de deflexão. Em geral, estas raízes são números complexos distintos. Uma expressão geral
para a deflexão tem a forma:
1. no caso de parâmetros complexos distintos (µ1 6= µ2):
w = wo+2Re[w1(z1)+w2(z2)]. (3.29)
2. no caso de parâmetros complexos iguais (µ1 = µ2):
w = wo+2Re[w1(z1)+ z¯1w2(z1)]. (3.30)
onde w0 é uma solução particular da equação (3.25) que depende da força distribuída g nas superfícies da
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placa, w1(z1) e w2(z2) são funções analíticas arbitrárias de variáveis complexas z1 = x+µ1y e z2 = x+µ2y.
Baseada nas equações (3.23) e (3.24), podem ser obtidas expressões gerais para forças e momentos como
(para o caso µ1 6= µ2):
mx = mox−2Re[p1w′′(z1)+ p2w′′(z2)],
my = moy−2Re[q1w′′(z1)+q2w′′(z2)],
mxy = moxy−2Re[r1w′′(z1)+ r2w′′(z2)],
qx = qox−2Re[µ1s1w′′′(z1)+µ2s2w′′′(z2)],
qy = qoy−2Re[s1w′′′(z1)+ s2w′′′(z2)]. (3.31)
onde m0x , m
0
y , m
0
xy, q
0
x e q
0
y são momentos e forças cisalhantes correspondentes a função w0 calculada pelas
equações (3.23) e (3.24). As outras constantes são dadas por:
p1 = D11+D12µ21+2D16µ1, p2 = D11+D12µ
2
2+2D16µ2,
q1 = D12+D22µ21+2D26µ1, q2 = D12+D22µ
2
2+2D26µ2,
r1 = D16+D26µ21+2D66µ1, p2 = D16+D26µ
2
2+2D66µ2,
s1 =
D11
µ1
+3D16+D12+D66µ1+D26µ21, (3.32)
s2 =
D11
µ2
+3D16+D12+D66µ2+D26µ22,
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s1− r1 = p1µ1 , s2− r2 =
p2
µ2
,
s1+ r1 =−q1µ1, s2+ r2 =−q2µ2.
Expressões similares podem ser obtidas para o caso onde µ1 = µ2. Estes casos ocorrem quando:
D11 D22 = (D12+2D66)2 (3.33)
e
D16 = D26 = 0 (3.34)
Contudo este caso não será apresentado neste trabalho [Shi and Bezine, 1988].
3.4 Transformação de coordenadas para momentos e forças cor-
tantes
Considere um elemento de placa a b c, conforme descrito por [Paiva, 1987], paralelo ao plano médio
e a uma distância z desse plano e representado na Figura 3.6. As componentes de tensão σn e τns, tensões
normal e cisalhante, respectivamente, estão relacionadas com as tensões σx, σy e τxy por:
σn = σx cos2α+σy sin2α+2τxy sinαcosα, (3.35)
τns = (σy−σx)sinαcosα+ τxy(cos2α− sin2α). (3.36)
onde α é o ângulo entre os eixos s e y, conforme ilustrado na Figura 3.6.
As componentes de momento, inicialmente escritas considerando os eixos x e y, podem agora ser
reescritas em um sistema de coordenadas genérico n, s [Paiva, 1987]. Os momentos fletores referentes às
direções n e s são dados por:
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Figura 3.6: (a) Elemento de placa a b c; (b) componentes de tensão e (c) componentes de momento [Paiva, 1987].
mn = mx cos2α+my sin2α+2mxy sinαcosα, (3.37)
mns = (my−mx)sinαcosα+mxy(cos2α− sin2α). (3.38)
Similarmente, qn, a força cisalhante no eixo n, pode ser escrita como:
qnds = qxdscosα+qydssinα, (3.39)
ou
qn = qx cosα+qy sinα. (3.40)
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Com o objetivo de resolver a equação diferencial da placa dada por (3.25), é necessário a imposição
das condições de contorno para o deslocamento w e sua derivada ∂w∂n . Kirchhoff [Kirchhoff, 1850, Hart-
mann, 1985] mostrou que as condições de contorno da força cortante qn e momento volvente mns podem
ser escritas como uma única condição dada por:
Vn = qn+
∂mns
∂s
. (3.41)
A outra condição de carregamento no contorno é o momento mn.
3.5 Formulação integral
Usando o teorema de Betti [Kane, 1994], pode-se relacionar dois estados de tensão-deformação num
corpo de material elástico linear como:
∫
Ω
σ∗i jεi jdΩ=
∫
Ω
σi jε∗i jdΩ. (3.42)
Escrevendo o lado direito da equação (3.42) na notação de von Karman, tem-se:
∫
Ω
σi jε∗i jdΩ=
∫
Ω
(
σxε∗x +σyε
∗
y +σzε
∗
z + τxyγ
∗
xy+ τxzγ
∗
xz+ τyzγ
∗
yz
)
dΩ. (3.43)
Desconsiderando as tensões normais à superfície média da placa, a equação (3.43) é escrita como:
∫
Ω
σi jε∗i jdΩ=
∫
Ω
(
σxε∗x +σyε
∗
y + τxyγ
∗
xy
)
dΩ. (3.44)
Substituindo as equações (3.16) e (3.17) na equação (3.44), pode-se escrever o primeiro termo da
integral do lado direito da equação (3.44) como:
∫
Ω
σxε∗xdΩ=
∫
Ω
[∫
z
(
B11
∂2w
∂x2
+B12
∂2w
∂y2
+2B16
∂2w
∂x∂y
)(
z
∂2w∗
∂x2
)
dz
]
dΩ. (3.45)
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Integrando (3.45) ao longo da espessura da placa, tem-se:
∫
Ω
σxε∗xdΩ=
∫
Ω
(
D11
∂2w
∂x2
+D12
∂2w
∂y2
+2D16
∂2w
∂x∂y
)
∂2w∗
∂x2
dΩ=−
∫
Ω
mx
∂2w∗
∂x2
dΩ. (3.46)
Para obter as equações do método dos elementos de contorno, é necessário transformar as integrais
de domínio em integrais de contorno. Considere duas funções f (x) e g(x). A derivada de seu produto
pode ser escrita como:
∂
∂x
[ f (x)g(x)] =
∂ f (x)
∂x
g(x)+
∂g(x)
∂x
f (x). (3.47)
Usando a propriedade de derivação (3.47) na equação (3.46), pode-se escrever:
∫
Ω
σxε∗xdΩ=−
∫
Ω
[
∂
∂x
(
mx
∂w∗
∂x
)
− ∂w
∗
∂x
∂mx
∂x
]
dΩ. (3.48)
Usando o teorema de Green [Kane, 1994], a equação (3.48) pode ser reescrita como:
∫
Ω
σxε∗xdΩ=−
∫
Γ
mx
∂w∗
∂x
cosαdΓ+
∫
Ω
∂w∗
∂x
∂mx
∂x
dΩ. (3.49)
Aplicando a propriedade de derivação (3.47) no segundo termo do lado direito da equação (3.49),
tem-se:
∫
Ω
σxε∗xdΩ=−
∫
Γ
mx
∂w∗
∂x
cosαdΓ+
∫
Ω
[
∂
∂x
(
w∗
∂mx
∂x
)
−w∗∂
2mx
∂x2
]
dΩ. (3.50)
Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:
∫
Ω
σxε∗xdΩ=
∫
Γ
(
−mx∂w
∗
∂x
cosα+w∗
∂mx
∂x
cosα
)
dΓ−
∫
Ω
w∗
∂2mx
∂x2
dΩ. (3.51)
Seguindo um procedimento similar, podemos mostrar que:
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∫
Ω
σyε∗ydΩ=
∫
Γ
(
−my∂w
∗
∂y
sinα+w∗
∂my
∂y
sinα
)
dΓ−
∫
Ω
w∗
∂2my
∂y2
dΩ, (3.52)
e
∫
Ω
τxyγ∗xydΩ=
∫
Γ
(
−mxy∂w
∗
∂y
cosα−mxy∂w
∗
∂x
sinα+w∗
∂mxy
∂x
sinα+
w∗
∂mxy
∂y
cosα
)
dΓ−
∫
Ω
2w∗
∂2mxy
∂x∂y
dΩ. (3.53)
Assim, a equação (3.44) é escrita como:
∫
Ω
σi jε∗i jdΩ=−
∫
Γ
(
mx
∂w∗
∂x
cosα+my
∂w∗
∂y
sinα+mxy
∂w∗
∂y
cosα+
mxy
∂w∗
∂x
sinα
)
dΓ+
∫
Γ
w∗
[(
cosα
∂mx
∂x
+
∂mxy
∂y
)(
sinα
∂my
∂y
+
∂mxy
∂x
)]
dΓ−
∫
Ω
w∗
(
∂2mx
∂x2
+2
∂2mxy
∂x∂y
+
∂2my
∂y2
)
dΩ. (3.54)
Substituindo as equações (3.7) e (3.9) e usando a equação (3.40), a equação (3.54) pode ser escrita
como:
∫
Ω
σi jε∗i jdΩ=−
∫
Γ
(
mx
∂w∗
∂x
cosα+my
∂w∗
∂y
sinα+mxy
∂w∗
∂y
cosα+
mxy
∂w∗
∂x
sinα
)
dΓ+
∫
Γ
w∗qndΓ+
∫
Ω
gw∗dΩ. (3.55)
Da relação entre dois sistemas de coordenadas (x,y) e (n,s), tem-se:
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∂w∗
∂x
=
∂w∗
∂n
cosα− ∂w
∗
∂s
sinα,
∂w∗
∂y
=
∂w∗
∂n
sinα+
∂w∗
∂s
cosα. (3.56)
Substituindo as equações (3.56) na equação (3.55), tem-se:
∫
Ω
σi jε∗i jdΩ=−
∫
Γ
[
mx cosα
(
∂w∗
∂n
cosα− ∂w
∗
∂s
sinα
)
+
my sinα
(
∂w∗
∂n
sinα+
∂w∗
∂s
cosα
)
+mxy cosα
(
∂w∗
∂n
sinα+
∂w∗
∂s
cosα
)
+
mxy sinα
(
∂w∗
∂n
cosα− ∂w
∗
∂s
sinα
)]
dΓ+
∫
Γ
w∗qndΓ+
∫
Ω
gw∗dΩ. (3.57)
Depois de algumas manipulações algébricas, a equação (3.57) pode ser reescrita como:
∫
Ω
σi jε∗i jdΩ=−
∫
Γ
{
∂w∗
∂n
(
mx cos2α+my sin2α+2mxy sinαcosα
)
+
∂w∗
∂s
[
mxy
(
cos2α− sin2α)+(my−mx)sinαcosα]}dΓ+
∫
Γ
w∗qndΓ+
∫
Ω
gw∗dΩ. (3.58)
Substituindo as equações (3.37) e (3.38) na equação (3.58), tem-se:
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∫
Ω
σi jε∗i jdΩ=−
∫
Γ
(
mn
∂w∗
∂n
+mns
∂w∗
∂s
−qnw∗
)
dΓ+
∫
Ω
gw∗dΩ. (3.59)
Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da equação (3.59), tem-se:
∫
Γ
mns
∂w∗
∂s
dΓ= mnsw∗
∣∣∣∣Γ2
Γ1
−
∫
Γ
∂mns
∂s
w∗dΓ, (3.60)
onde Γ1 e Γ2 são as coordenadas dos extremos do contorno onde a integração está sendo realizada.
No caso de um contorno fechado sem canto, isto é, a função que descreve a curva de contorno e suas
derivadas são contínuas e diferenciáveis, o primeiro termo do lado direito da equação (3.60) desaparece.
No caso onde há cantos, a equação (3.60) pode ser escrita como:
∫
Γ
mns
∂w∗
∂s
dΓ=−
Nc
∑
i=1
Rciw
∗
ci−
∫
Γ
∂mns
∂s
w∗dΓ, (3.61)
onde
Rci = m
+
nsi−m−nsi, (3.62)
e os termos wci , m
+
nsi , m
−
nsi são, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos depois e antes
do canto i da placa (Figura 3.7), Nc é o número total de cantos no contorno [Paiva, 1987].
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Figura 3.7: Canto i do contorno da placa [Paiva, 1987].
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Das equações (3.59) e (3.61), pode-se escrever:
∫
Ω
σi jε∗i jdΩ=
∫
Γ
(
qnw∗−mn∂w
∗
∂n
+
∂mns
∂s
w∗
)
dΓ+
Nc
∑
i=1
Rciw
∗
ci +
∫
Ω
gw∗dΩ. (3.63)
Das equações (3.63) e (3.41), tem-se:
∫
Ω
σi jε∗i jdΩ=
∫
Γ
(
Vnw∗−mn∂w
∗
∂n
)
dΓ+
Nc
∑
i=1
Rciw
∗
ci +
∫
Ω
gw∗dΩ. (3.64)
Seguindo um procedimento similar àquele usado para obter a equação (3.64), a parte referente às
tensões da equação constitutiva de uma lâmina ortotrópica, correspondente ao lado esquerdo da equação
(2.10), pode ser escrita como:
∫
Ω
σ∗i jεi jdΩ=
∫
Γ
(
V ∗n w−m∗n
∂w
∂n
)
dΓ+
Nc
∑
i=1
R∗ciwci +
∫
Ω
g∗wdΩ. (3.65)
Substituindo as equações (3.64) e (3.65) na equação (2.10), pode-se escrever:
∫
Γ
(
Vnw∗−mn∂w
∗
∂n
)
dΓ+
Nc
∑
i=1
Rciw
∗
ci +
∫
Ω
gw∗dΩ=
∫
Γ
(
V ∗n w−m∗n
∂w
∂n
)
dΓ+
Nc
∑
i=1
R∗ciwci +
∫
Ω
g∗wdΩ. (3.66)
A equação (3.66) relaciona dois estados de um material elástico. Para aplicar esta equação para
resolver problemas de flexão, precisamos considerar um dos estados como conhecido e o outro como o
estado que queremos investigar. Para obter a equação integral de contorno, o estado conhecido é ajustado
para que a integral de domínio seja nula, ou seja:
∫
Ω
g∗wdΩ= 0. (3.67)
Usando as propriedades da função delta de Dirac δ(P,Q), de forma que g∗ = δ(P,Q), a integral (3.67)
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é escrita como:
∫
Ω
δ(P,Q)w(P)dΩ(P) = w(Q), (3.68)
onde Q é o ponto onde a carga é aplicada, conhecido como ponto fonte, e P é o ponto onde o desloca-
mento é observado, conhecido como ponto campo. O estado correspondente a um material linear sob
carregamento de uma função delta de Dirac é conhecido como um estado fundamental e as variáveis da
equação (3.66) relacionadas a este estado (w∗,V ∗n e m∗n) são conhecidas como soluções fundamentais, as
quais são calculadas analiticamente a partir da equação (3.25).
Considerando o estado "*"como o estado fundamental, a equação (3.66) pode ser escrita como:
Kw(Q)+
∫
Γ
[
V ∗n (Q,P)w(P)−m∗n(Q,P)
∂w(P)
∂n
]
dΓ(P)+
Nc
∑
i=1
R∗ci(Q,P)wci(P) =
∫
Γ
[
Vn(P)w∗(Q,P)−mn(P)∂w
∗
∂n
(Q,P)
]
dΓ(P)+
Nc
∑
i=1
Rci(P)w
∗
ci(Q,P)+
∫
Ω
b(P)w∗(Q,P)dΩ. (3.69)
A equação (3.69) é a equação de placas finas para deslocamentos em pontos do domínio da placa.
Esta equação fornece deslocamentos em todos os pontos do domínio da placa a partir das cortantes
equivalentes (Vn), momentos de flexão na direção normal (mn), reação de canto (Rci), deslocamentos (w)
e rotações em relação à normal (∂w/∂n) conhecidos no contorno.
A constante K é introduzida para considerar que a função delta de Dirac pode ser aplicada no domínio,
no contorno ou fora do domínio. Se a função delta de Dirac é aplicada em um ponto onde o contorno é
suave, então K = 1/2. As variáveis da equação (3.69) são deslocamentos w(P), rotações ∂w(P)∂n , momentos
mn(P), e forças Vn(P). Para uma dada condição de contorno, algumas destas variáveis são conhecidas e
outras desconhecidas. Para se ter um número de equações igual ao número de variáveis desconhecidas,
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é necessário escrever a equação integral correspondente à derivada do deslocamento w(Q) em relação
ao sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de origem, isto é, o ponto onde o delta de Dirac do
estado fundamental é aplicado. As direções dos eixos deste sistema de coordenadas são coincidentes
com as direções normal e a tangente ao contorno no ponto de origem. Para problemas de flexão em
placas anisotrópicas tem-se que a equação integral de contorno é escrita em termos de quatro valores de
contorno básicos, isto é, deflexão w, inclinação da normal ∂w/∂n, força cortante Vn e momento fletor
mn. Em um problema bem colocado dois destes quatro valores são incógnitas do problema e dois são
condições de contorno conhecidas.
Pode-se verificar que num problema de flexão em placas anisotrópicas há sempre duas incógnitas a
serem determinadas em qualquer ponto do contorno e consequentemente, a solução do problema requer
que uma segunda equação seja estabelecida.
A segunda equação integral de contorno é obtida da derivada da equação (3.69) em relação à direção
n1 normal ao contorno no ponto fonte e também corresponde à solução do binário unitário. Esta equação
é dada por:
1
2
∂w(Q)
∂n1
+
∫
Γ
[
∂V ∗
∂n1
(Q,P)w(P)− ∂m
∗
n
∂n1
(Q,P)
∂w
∂n
(P)
]
dΓ(P)+
Nc
∑
i=1
∂R∗ci
∂n1
(Q,P)wci(P) =
∫
Γ
{
Vn(P)
∂w∗
∂n1
(Q,P)−mn(P) ∂∂n1
[
∂w∗
∂n
(Q,P)
]}
dΓ(P)+
Nc
∑
i=1
Rci(P)
∂w∗ci
∂n1
(Q,P)+
∫
Ω
b(P)
∂w∗
∂n1
(Q,P)dΩ. (3.70)
Encontra-se na literatura formulações de elementos de contorno que usam apenas a equação (3.69).
Neste caso, os pontos fontes são os nós do contorno e um número igual de pontos externos ao domínio
do problema [Rajamohan and Raamachandran, 1999].
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3.6 Solução fundamental de deslocamento para uma carga pontual
A solução fundamental é a resposta à aplicação de um carregamento unitário pontual em um meio
elástico infinito cujas propriedades elásticas são as mesmas do componente que se quer analisar. No caso
particular de placas, a solução fundamental é dada pelo deslocamento w em um ponto P qualquer do
domínio, chamado de ponto campo, devido à aplicação de uma carga unitária q em um ponto Q qualquer,
chamado de ponto fonte (Figura 3.8).
Figura 3.8: Solução fundamental.
A solução fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas é calculado fazendo o termo
não-homogêneo da equação diferencial parcial (3.25) igual a uma força concentrada dada por uma função
delta de Dirac δ(Q,P), isto é:
∆∆w∗(Q,P) = δ(Q,P), (3.71)
onde ∆∆(.) é o operador diferencial:
∆∆(.) =
D11
D22
∂4(.)
∂x4
+4
D16
D22
∂4(.)
∂x3∂y
+
2(D12+2D66)
D22
∂4(.)
∂x2∂y2
+
4
D26
D22
∂4(.)
∂x∂y3
+
∂4(.)
∂y4
. (3.72)
Como mostrado por [Shi and Bezine, 1988], a solução fundamental do deslocamento transversal é
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dada por:
w∗(ρ,θ) =
1
8pi
{C1R1(ρ,θ)+C2R2(ρ,θ)+C3 [S1(ρ,θ)−S2(ρ,θ)]} , (3.73)
onde
ρ= [(x− xo)2+(y− yo)2]1/2, (3.74)
x e y são as coordenadas do ponto campo P, x0 e y0 são as coordenadas do ponto fonte Q,
θ= arctan
y− yo
x− xo , (3.75)
C1 =
(d1−d2)2− (e21− e22)
GHe1
, (3.76)
C2 =
(d1−d2)2+(e21− e22)
GHe2
, (3.77)
C3 =
4(d1−d2)
GH
, (3.78)
G = (d1−d2)2+(e1+ e2)2, (3.79)
H = (d1−d2)2+(e1− e2)2, (3.80)
di e ei são respectivamente as partes real e imaginária das raízes µi da equação característica (3.28).
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Ri = ρ2
[
(cosθ+di sinθ)2− e2i sin2θ
]
×
{
log
[
ρ2
a2
(
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
)]
−3
}
−
4ρ2ei sinθ(cosθ+di sinθ)arctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
, (3.81)
e
Si = ρ2ei sinθ(cosθ+di sinθ)×
{
log
[
ρ2
a2
(
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
)]
−3
}
+
ρ2
[
(cosθ+di sinθ)2− e2i sin2θ
]
arctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
. (3.82)
O índice repetido i nos termos de Ri e Si não implicam em soma. O coeficiente a é uma constante
arbitrária tomada como a = 1. As outras grandezas derivadas da solução fundamental são dadas por:
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m∗n = −
(
f1
∂2w∗
∂x2
+ f2
∂2w∗
∂x∂y
+ f3
∂2w∗
∂y2
)
, (3.83)
R∗ci = −
(
g1
∂2w∗
∂x2
+g2
∂2w∗
∂x∂y
+g3
∂2w∗
∂y2
)
, (3.84)
V ∗n = −
(
h1
∂3w∗
∂x3
+h2
∂3w∗
∂x2∂y
+h3
∂3w∗
∂x∂y2
+h4
∂3w∗
∂y3
)
−
1
R¯
(
h5
∂2w∗
∂x2
+h6
∂2w∗
∂x∂y
+h7
∂2w∗
∂y2
)
. (3.85)
onde R¯ é o raio de curvatura em um ponto suave do contorno Γ. As demais constantes são definidas
como:
f1 = D11n2x +2D16nxny+D12n
2
y , (3.86)
f2 = 2(D16n2x +2D66nxny+D26n
2
y), (3.87)
f3 = D12n2x +2D26nxny+D22n
2
y , (3.88)
g1 = (D12−D11)cosβsinβ+D16(cos2β− sin2β), (3.89)
g2 = 2(D26−D16)cosβsinβ+2D66(cos2β− sin2β), (3.90)
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g3 = (D22−D12)cosβsinβ+D26(cos2β− sin2β), (3.91)
h1 = D11nx(1+n2y)+2D16n
3
y−D12nxn2y , (3.92)
h2 = 4D16nx+D12ny(1+n2x)+4D66n
3
y−D11n2xny−2D26nxn2y , (3.93)
h3 = 4D26ny+D12nx(1+n2y)+4D66n
3
x−D22nxn2y−2D16n2xny, (3.94)
h4 = D22ny(1+n2x)+2D26n
3
x−D12n2xny, (3.95)
h5 = (D12−D11)cos2β−4D16 sin2β, (3.96)
h6 = 2(D26−D16)cos2β−4D66 sin2β, (3.97)
h7 = (D22−D12)cos2β−4D26 sin2β, (3.98)
e β é o ângulo entre o sistema de coordenadas global xy e um sistema de coordenadas ns o qual tem
seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, ao contorno no ponto Q. As
derivadas da solução fundamental do deslocamento transversal podem ser expressas pela combinação
linear das derivadas das funções Ri e Si. Por exemplo:
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∂2w∗
∂y2
=
1
8pi
[
C1
∂2R1
∂y2
+C2
∂2R2
∂y2
+C3
(
∂2S1
∂y2
− ∂
2S2
∂y2
)]
. (3.99)
As derivadas de Ri e Si são dadas por:
∂Ri
∂x
= 2r (cosθ+di sinθ)
{
log
[
r2
a2
(
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
)]
−2
}
−
4rei sinθarctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
, (3.100)
∂Ri
∂y
= 2r
[
di (cosθ+di sinθ)− e2i sinθ
]×{
log
[
r2
a2
(
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
)]
−2
}
−
4rei (cosθ+2di sinθ)arctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
, (3.101)
∂2Ri
∂x2
= 2log
{
r2
a2
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]}
(3.102)
∂2Ri
∂x∂y
= 2di log
{
r2
a2
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]}
−
4ei arctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
, (3.103)
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∂2Ri
∂y2
= 2
(
d2i − e2i
)
log
{
r2
a2
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]}
−
8diei arctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
, (3.104)
∂3Ri
∂x3
=
4(cosθ+di sinθ)
r
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
] , (3.105)
∂3Ri
∂x2∂y
=
4
[
di (cosθ+di sinθ)+ e2i sinθ
]
r
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
] , (3.106)
∂3Ri
∂x∂y2
=
4
[(
d2i − e2i
)
cosθ+
(
d2i + e
2
i
)
di sinθ
]
r
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
] , (3.107)
∂3Ri
∂y3
=
4
[
di
(
d2i −3e2i
)
cosθ+
(
d4i − e4i
)
sinθ
]
r
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
] , (3.108)
∂4Ri
∂x4
= −
4
[
(cosθ+di sinθ)2− e2i sin2θ
]
r2
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]2 , (3.109)
∂4Ri
∂x3∂y
= − 4
r2
{
di
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
+
2e2i sinθcosθ[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]2
 , (3.110)
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∂4Ri
∂x2∂y2
= − 4
r2

(
d2i + e
2
i
)(
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
)−
2e2i cos
2θ[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]2
 , (3.111)
∂4Ri
∂x∂y3
= − 4
r2
 di
(
d2i + e
2
i
)(
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
)−
2e2i cosθ
(
2di cosθ+
(
d2i + e
2
i
)
sinθ
)[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]2
 , (3.112)
∂4Ri
∂y4
= − 4
r2
{ (
d4i − e4i
)
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
−
2e2i cosθ
[(
3d2i − e2i
)
cosθ+2di
(
d2i + e
2
i
)
sinθ
][
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]2
 , (3.113)
∂Si
∂x
= rei sinθ
{
log
[
r2
a2
(
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
)]
−2
}
+
2r (cosθ+di sinθ)arctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
, (3.114)
∂Si
∂y
= rei (cosθ+2di sinθ)
{
log
[
r2
a2
(
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
)]
−2
}
+
2r
[
di (cosθ+di sinθ)− e2i sinθ
]
arctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
, (3.115)
∂2Si
∂x2
= 2arctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
, (3.116)
3.6. Solução fundamental de deslocamento para uma carga pontual 87
∂2Si
∂x∂y
= ei log
{
r2
a2
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]}
+
2di arctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
, (3.117)
∂2Si
∂y2
= 2diei log
{
r2
a2
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]}
+
2
(
d2i − e2i
)
arctan
ei sinθ
cosθ+di sinθ
, (3.118)
∂3Si
∂x3
= − 2ei sinθ
r
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
] , (3.119)
∂3Si
∂x2∂y
=
2ei cosθ
r
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
] , (3.120)
∂3Si
∂x∂y2
=
2ei
[
2di (cosθ+di sinθ)−
(
d2i − e2i
)
sinθ
)
r
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
] , (3.121)
∂3Si
∂y3
=
2ei
[(
3d2i − e2i
)
cosθ+2di
(
d2i + e
2
i
)
sinθ
]
r
(
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
] , (3.122)
∂4Si
∂x4
=
4ei sinθ(cosθ+di sinθ)
r2
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]2 , (3.123)
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∂4Si
∂x3∂y
=
2ei
r2
{
1
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
−
2cosθ(cosθ+di sinθ)[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]2
 , (3.124)
∂4Si
∂x2∂y2
= −4ei cosθ
[
di (cosθ+di sinθ)+ e2i sinθ
]
r2
[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]2 , (3.125)
∂4Si
∂x∂y3
= −2ei
r2
{ (
d2i + e
2
i
)
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
+
2
(
d2i + e
2
i
)
cosθ(cosθ+di sinθ)−4e2i cos2θ[
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]2
 ,
∂4Si
∂y4
= −4ei
r2
{
di
(
d2i + e
2
i
)
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
+
cosθ
[
di
(
d2i −3e2i
)
cosθ+
(
d4i − e4i
)
sinθ
][
(cosθ+di sinθ)2+ e2i sin
2θ
]2
 . (3.126)
Como pode ser visto, as derivadas de Ri e Si apresentam singularidades fracas (logr), singularidades
fortes (1/r), e hipersingularidades (1/r2) que precisam de uma atenção especial durante sua integração.
3.7 Equação matricial
Com o objetivo de calcular as variáveis de contorno desconhecidas, o contorno Γ é discretizado em
Ne elementos de contorno constantes (Figura 2.4) e as variáveis de contorno w, ∂w/∂n, mn e Vn são
assumidas constantes ao longo de cada elemento. Tomando um nó d como o ponto fonte, as equações
(3.69) e (3.70) podem ser escritas na forma matricial como:
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1
2

w(d)
∂w
∂n1
(d)
+
Ne
∑
i=1
 h(i,d)11 h(i,d)12
h(i,d)21 h22
 w(i)∂w
∂n
(i)

=
Ne
∑
i=1
 g(i,d)11 g(i,d)12
g(i,d)21 g
(i,d)
22
 V
(i)
n
m(i)n

+
Nc
∑
i=1
 R
(i,d)
1
R(i,d)2
w(i)c
+ Nc∑
i=1
 c
(i,d)
1
c(i,d)2
R(i)c
+ M∑
m=1
γm
Ne
∑
m=1
 p
(d,m)
1
p(d,m)2
 . (3.127)
Os termos da equação (3.127) são integrais dadas por:
h(i,d)11 =
∫
Γi
V ∗n dΓ, h
(i,d)
12 =−
∫
Γi
m∗ndΓ, (3.128)
h(i,d)21 =
∫
Γi
∂V ∗n
∂n1
dΓ, h(i,d)22 =−
∫
Γi
∂m∗n
∂n1
dΓ, (3.129)
g(i,d)11 =
∫
Γi
w∗dΓ, g(i,d)12 =−
∫
Γi
∂w∗
∂n
dΓ, (3.130)
g(i,d)21 =
∫
Γi
∂w∗
∂n1
dΓ, g(i,d)22 =−
∫
Γi
∂
∂n1
∂m∗n
∂n
dΓ, (3.131)
c(i,d)1 = w
∗
ci, c
(i,d)
2 =
∂w∗ci
∂n1
, (3.132)
R(i,d)1 = R
∗
ci, R
(i,d)
2 =
∂R∗ci
∂n1
, (3.133)
p(d,m)1 =
∫
Γi
F(d,m)
r
n · rdΓ, p(d,m)2 =
∫
Γi
G(d,m)
r
n · rdΓ, . (3.134)
A equação matricial (3.127) possui duas equações e 2Ne−Nc variáveis desconhecidas. Para se obter
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um sistema linear solucionável, o ponto fonte é colocado sucessivamente em cada nó do contorno (d =
1, ...,Ne) bem como em cada nó de canto (d = Ne + 1, ...,Ne +Nc). É importante notar que enquanto
ambas as equações, (3.69) e (3.70), são usadas para cada nó de contorno (fornecendo as primeiras 2Ne
equações), somente a equação (3.69) é usada para cada canto (fornecendo outras Nc equações). Então, a
seguinte equação matricial é obtida:
 H′ R′
H′′ R′′
 wbnwc
=
 G′ C′
G′′ C′′
{ Vbn Vc }+
 PbnPc
 , (3.135)
onde, wbn contém o deslocamento transversal e a rotação de cada nó de contorno, Vbn contém a força
cisalhante e o momento torsor de cada nó de contorno, Pbn contém a integral de domínio para cada nó de
contorno, wc contém o deslocamento transversal de cada canto, Vc contém a reação de canto para cada
canto, Pc contém a integral de domínio para cada canto. Os termos H′, C′, R′ e G′ são matrizes que
contém os respectivos termos da equação (3.127) escritos para os Ne nós de contorno. Os termos H
′′
, C′′ ,
R′′ e G′′ são matrizes que contém os respectivos primeiros termos da equação (3.127) escrita para os Nc
cantos.
A equação (3.135) pode ser reescrita como:
Hw = GV+P, (3.136)
onde,
H =
 H′ R′
H′′ R′′
 , (3.137)
w =
 wbnwc
 , (3.138)
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G =
 G′ C′
G′′ C′′
 , (3.139)
V =
 VbnVc
 , (3.140)
P =
 PbnPc
 . (3.141)
A equação (3.136) é resolvida levando em conta as condições de contorno. No caso de formulações
dinâmicas, o termo P contém as acelerações (termos de inércia). Na formulação transiente, esta acele-
ração é escrita em função dos deslocamentos em passos de tempo anteriores e no instante atual. Neste
trabalho utiliza-se o método de [Houbolt, 1950] de múltiplos passos para descrever a aceleração em ter-
mos dos deslocamentos, que será descrito na seção 4.7. Aplicando as condições de contorno, a equação
(3.135) pode ser rearranjada como:
Ax = b (3.142)
que pode ser resolvida pelo procedimento padrão para sistemas lineares.
Capı´tulo 4
Problemas dinâmicos em cascas abatidas
anisotrópicas
4.1 Introdução
Este capítulo apresenta a formulação do método dos elementos de contorno para a análise dinâmica
de cascas abatidas de materiais anisotrópicos. Esta formulação se baseia no acoplamento das formu-
lações de elasticidade plana (membrana) e de flexão de placas finas, cujas formulações integrais estão
apresentadas nos capítulos 2 e 3. São incluídos termos de inércia na equação de equilíbrio da estrutura.
Devido à curvatura, surgem integrais de domínio, as quais são transformadas em integrais de contorno
usando o método da integração radial, o qual apresenta uma grande vantagem sobre o método da reci-
procidade dual, que é a ausência de soluções particulares na formulação. Devido às dificuldades em se
obter soluções particulares para as equações constitutivas anisotrópicas, o método da integração radial
é especialmente indicado para materiais compósitos. Serão também descritos nesta seção o método da
integração radial, as matrizes de influência do método dos elementos de contorno, a formulação modal
para vibrações livres, o método de Houbolt e a função de aproximação utilizada.
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4.2 Considerações iniciais sobre cascas abatidas
Define-se como casca um elemento estrutural curvo com uma dimensão, a espessura, relativamente
pequena quando comparada às demais dimensões e ao raio de curvatura (Figura 4.1). Esta estrutura é, em
geral submetida a esforços de membrana (tração e compressão na superfície média) e de flexão. Devido
à curvatura, há um acoplamento entre os efeitos de membrana e de flexão. A superfície média de uma
casca é dada por uma equação do tipo
= ( , )
x
y
z
x yz z
Figura 4.1: Casca [Albuquerque and Aliabadi, 2010].
z = z(x,y) (4.1)
Uma casca é considerada como sendo abatida quando as arestas desta casca são pequenas quando
comparadas com os raios de curvatura [Ventsel and Krauthammer, 2001]. Na formulação, esta hipótese
implica em
(
∂z
∂x
)2
<< 1,
(
∂z
∂y
)2
<< 1, (4.2)
que proporciona uma série de simplificações nas equações de equilíbrio e constitutivas. A teoria de
cascas abatidas pode ser também empregada para a análise de cascas que são localmente abatidas quando
as mesmas são divididas em pequenos elementos. Este fato torna a teoria de cascas abatidas aplicáveis a
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grande maioria dos problemas que envolvem estruturas na forma de cascas. De acordo com [Qatu et al.,
2010], se a espessura da casca é menor que 1/20 do comprimento de onda do modo de deformação e/ou
raio de curvatura, uma teoria de casca fina, onde a deformação por cisalhamento e a inércia de rotação
são negligenciadas, é geralmente aceita. Considere agora uma casca abatida de um material elástico
anisotrópico (Figura 4.2). Considere também um elemento infinitesimal ABCD que é parte da superfície
da casca. A projeção de ABCD no plano xy é dada por A′B′C′D′, portanto, o comprimento infinitesimal
ds1 sobre a superfície da casca pode ser escrito como:
A
B
C
D
x
y
z
ds2 ds1
dx
dy
dx
∂z
∂xdx
ds1
Figura 4.2: Casca com projeção no plano xy.
ds1 =
√(
∂z
∂x
dx
)2
+dx2 = dx
√(
∂z
∂x
)2
+1. (4.3)
Da mesma forma, pode-se escrever:
ds2 =
√(
∂z
∂y
dy
)2
+dy2 = dy
√(
∂z
∂y
)2
+1. (4.4)
As expressões (4.3) e (4.4), devido à simplificação da geometria dada pela equação (4.2), podem ser
reescritas da forma:
ds1 = dx (4.5)
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e
ds2 = dy. (4.6)
Por sua vez, o inverso dos raios de curvatura podem ser aproximados por:
κ11 =− 1R1 =−
∂2z
∂x2
, (4.7)
κ22 =− 1R2 =−
∂2z
∂y2
, (4.8)
e
κ12 =− 1R12 =−
∂2z
∂x∂y
. (4.9)
4.3 Equação integral de contorno
Considere uma casca abatida de um material elástico anisotrópico com a superfície média descrita
por z = z(x,y), conforme mostrado na Figura 4.2. A projeção da casca é definida por um domínio Ω no
plano xy, cujo contorno é dado por Γ.
A equação de equilíbrio para essa estrutura, incluindo os termos de inércia, pode ser escrita como:
Ni j, j +bi = 0, (4.10)
D11
∂4w
∂x4
+4D16
∂4w
∂x3∂y
+2(D12+D66)
∂4w
∂x2∂y2
+4D26
∂4w
∂x∂y3
+D22
∂4w
∂y4
+
Ni j
Ri j
−ρhw¨ = q3, (4.11)
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onde i, j,k = 1,2; Ni j são forças de membrana aplicada na casca; D11, D22, D66, D12, D16, e D26 são a
rigidez flexural da placa anisotrópica; w representa o deslocamento na direção z; bi são cargas de domínio
aplicadas nas direções dos eixos x e y, q3 é a carga de domínio aplicada na direção do eixo z e, conforme
as equações (4.7), (4.8) e (4.9):
Ri j =
−1
z,i j
(4.12)
Conforme proposto em [Albuquerque et al., 2002a], [Albuquerque et al., 2003a], [Albuquerque et al.,
2003b] e [Albuquerque et al., 2004] para elasticidade plana e em [Albuquerque et al., 2007] para placas
finas, na formulação dinâmica desenvolvida neste trabalho os efeitos de inércia são considerados como
forças de corpo. Desta forma tem-se:
bi = ρhu¨i (4.13)
onde ρ é a densidade do material, h é a espessura (placa) e u¨i é o vetor de aceleração. Usando as equações
de equilíbrio de cascas abatidas isotrópicas, a relação de reciprocidade, e o teorema de Green, [Zhang
and Atluri, 1986] obtiveram equações integrais que podem ser divididas em termos de formulações de
elasticidade plana e de flexão de placas. Estas formulações são acopladas através de integrais de domí-
nio que surgem nas equações. Alterando as equações constitutivas para suas respectivas anisotrópicas,
as equações integrais obtidas por [Zhang and Atluri, 1986] podem ser estendidas a cascas abatidas de
compósitos laminados simétricos.
Assim, as equações integrais de elasticidade plana (equações de membrana) são dadas por:
ci ju j +
∫
Γ
t∗ik(Q,P)uk(P)dΓ(P) =
∫
Γ
u∗ik(Q,P)tk(P)dΓ(P)
+
∫
Ω
κk jwu∗ik, j(Q,P)dΩ+
∫
Ω
u∗ik(Q,P)qk(P)dΩ(P)+∫
Ω
ρhu¨ku∗ikdΩ, (4.14)
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onde uk é o deslocamento nas direções x e y, ti = Ni jn j, P é o ponto campo; Q é o ponto fonte. A
constante ci j é introduzida a fim de ter a possibilidade de que o ponto Q possa ser colocado no domínio,
no contorno, ou fora do domínio. O símbolo * representa as soluções fundamentais que podem ser
encontradas em [Sollero and Aliabadi, 1993, Albuquerque et al., 2002b, Aliabadi, 2002]. As constantes
κk j dependem do raio de curvatura Rk j da casca abatida e são dadas por:

κ11
κ22
κ12
=

A11 A12 A16
A12 A22 A26
A16 A26 A66


1
R11
1
R22
2
R12
 (4.15)
onde A11, A22, A66, A12, A16, e A26 são a rigidez extensional da placa anisotrópica.
A equação integral de flexão de placa é dada por:
Kw(Q)+
∫
Γ
[
V ∗n (Q,P)w(P)−m∗n(Q,P)
∂w(P)
∂n
]
dΓ(P)
+
Nc
∑
i=1
R∗ci(Q,P)wci(P) =
Nc
∑
i=1
R∗ci(P)wci(Q,P)+
∫
Ω
q3(P)w∗(Q,P)dΩ
+
∫
Γ
[
Vn(P)w∗(Q,P)−mn(P)∂w
∗
∂n
(Q,P)
]
dΓ(P)+
∫
Γ
κi jn jui(P)w∗(Q,P)dΓ(P)
+
∫
Ω
κi j
ρi j
w∗(Q,P)w(P)dΩ+
∫
Ω
[
κi j(P)w∗(Q,P)
]
, j ui(P)dΩ+
∫
Ω
ρhw¨w∗dΩ, (4.16)
onde ∂()∂n é a derivada na direção do vetor externo n que é normal ao contorno Γ, e mn e Vn são, respectiva-
mente, o momento normal de flexão e a força cortante equivalente de Kirchhoff sobre o contorno Γ, Rc é
a reação nos cantos da placa fina; wci é o deslocamento transversal nos cantos, q3 é a força de domínio no
sentido transversal; K é uma constante equivalente a ci j da equação (4.14). Soluções fundamentais para
placas finas anisotrópicas podem ser encontradas em [Shi and Bezine, 1988, Albuquerque et al., 2006].
Para se ter um número igual de equações e incógnitas, é necessário escrever uma equação integral cor-
respondente à derivada do deslocamento w(Q) com relação ao vetor unitário m que é normal ao contorno
no ponto fonte Q. Esta equação é dada por:
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K
∂w
∂m
(Q)+
∫
Γ
[
∂V ∗n (Q,P)
∂m
w(P)− ∂m
∗
n(Q,P)
∂m
∂w(P)
∂n
]
dΓ(P)
+
Nc
∑
i=1
∂R∗ci(Q,P)
∂m
wci(P) =
Nc
∑
i=1
∂Rci(P)∗
∂m
wci(Q,P)+
∫
Ω
q3(P)
∂w∗(Q,P)
∂m
dΩ
+
∫
Γ
[
Vn(P)
∂w∗(Q,P)
∂m
−mn(P) ∂
2w∗
∂n∂m
(Q,P)
]
dΓ(P)+
∫
Γ
κi jn jui(P)
∂w∗(Q,P)
∂m
dΓ(P)
+
∫
Ω
κi j
ρi j
∂w∗(Q,P)
∂m
w(P)dΩ+
∫
Ω
[
κi j(P)
∂w∗(Q,P)
∂m
]
, j
ui(P)dΩ+
∫
Ω
ρhw¨
∂w∗
∂n
dΩ, (4.17)
Como pode ser visto nas equações (4.14), (4.16), e (4.17), integrais de domínio surgem na formulação
devido à curvatura da casca. Estas integrais de domínio são:
P1(Q) =
∫
Ω
Cκk jwu∗ik, j(Q,P)dΩ, (4.18)
P2(Q) =
∫
Ω
C
κi j
ρi j
w∗(Q,P)w(P)dΩ, (4.19)
P3(Q) =
∫
Ω
[
Cκi j(P)w∗(Q,P)
]
, j ui(P)dΩ, (4.20)
P4(Q) =
∫
Ω
C
κi j
ρi j
∂w∗(Q,P)
∂m
w(P)dΩ, (4.21)
P5(Q) =
∫
Ω
[
Cκi j(P)
∂w∗(Q,P)
∂m
]
, j
ui(P)dΩ, (4.22)
P6(Q) =
∫
Ω
ρhu¨ku∗ikdΩ, (4.23)
P7(Q) =
∫
Ω
ρhw¨w∗dΩ (4.24)
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e
P8(Q) =
∫
Ω
ρhw¨
∂w∗
∂n
dΩ. (4.25)
Caso estas integrais de domínio não sejam transformadas em integrais de contorno, torna-se necessá-
rio a discretização do domínio em células. Com isso, o método dos elementos de contorno perde o seu
principal atrativo que é a discretização apenas do contorno.
4.4 O método da integração radial
Neste trabalho, o método da integração radial é utilizado para transformar as integrais de domínio,
dadas pelas equações (4.18) até (4.25), em integrais de contorno.
Considere-se, em um caso geral, a integral de domínio dada por:
P(Q) =
∫
Ω
b(P)v∗(Q,P)dΩ, (4.26)
onde b e v∗ são uma força de corpo genérica e a solução fundamental, respectivamente.
A força de corpo é aproximada sobre o domínio Ω como uma soma de M produtos entre funções
de aproximação fm e coeficientes desconhecidos γm, da mesma forma que no método dos elementos de
contorno de reciprocidade dual. Esta aproximação é dada por:
b(P) =
M
∑
m=1
γm fm (4.27)
para as funções de aproximação baseadas em uma função de base radial pura, ou
b(P) =
M
∑
m=1
γm fm+ax+by+ c (4.28)
com
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M
∑
m=1
γmxm =
M
∑
m=1
γmym =
M
∑
m=1
γm = 0 (4.29)
para as funções de aproximação baseadas numa função de base radial aumentada por um polinômio de
primeira ordem.
Agora, considerando que a força de corpo é aproximada, por simplicidade, pela equação (4.27), a
integral de domínio (4.26) pode ser escrita como:
P(Q) =
∫
Ω
b(P)v∗(Q,P)dΩ=
M
∑
m=1
γm
∫
Ω
fmv∗(Q,P)dΩ, (4.30)
ou
P(Q) =
M
∑
m=1
γm
∫
Ω
fmv∗(Q,P)ρdρdθ, (4.31)
ou
P(Q) =
M
∑
m=1
γm
∫
θ
∫ r
0
fmv∗(Q,P)ρdρdθ, (4.32)
onde r é o valor de ρ em um ponto do contorno Γ.
Definindo Fm(Q) como a seguinte integral:
Fm(Q) =
∫ r
0
fmv∗(Q,P)ρdρ, (4.33)
pode-se escrever:
P(Q) =
M
∑
m=1
γm
∫
θ
Fm(Q)dθ. (4.34)
Considerando um ângulo infinitesimal dθ (Figura 4.3), a relação entre o comprimento de arco rdθ e
o comprimento de arco infinitesimal no contorno dΓ, pode ser escrita como:
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cosα=
r dθ2
dΓ
2
, (4.35)
ou
dθ=
cosα
r
dΓ, (4.36)
onde α é o ângulo entre os vetores unitários r e n.
Q
Γ
Ω
n
r
α
dθ
rdθ
r
dΓ
I
K
J
K
I
J
rdθ2
dΓ
2
α
Figura 4.3: Relação geométrica para as transformações de domínio.
Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitários n e r, mostrados na Figura 4.3,
podemos escrever:
dθ=
n.r
r
dΓ. (4.37)
Substituindo a equação (4.37) na equação (4.34), a integral de domínio (4.26) pode ser escrita como
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uma integral de contorno dada por:
P(Q) =
M
∑
m=1
γm
∫
Γ
Fm(Q)
r
n.rdΓ, (4.38)
ou, na forma matricial:
P(Q) =
[ ∫
Γ
F1(Q)
r n.rdΓ
∫
Γ
F2(Q)
r n.rdΓ ...
∫
Γ
FM(Q)
r n.rdΓ
]

γ1
γ2
...
γM

.
(4.39)
Para calcular γm, é necessário considerar as forças de corpo em M pontos do domínio e do contorno.
No caso deste trabalho, esses pontos são os nós do contorno e alguns pontos internos. Assim, a equação
(4.27) pode ser escrita como:
b = Fγ, (4.40)
e γ podem ser calculados como:
γ= F−1b. (4.41)
Substituindo (4.41) na equação (4.39), temos:
P(Q) =
[ ∫
Γ
F1(Q)
r n.rdΓ
∫
Γ
F2(Q)
r n.rdΓ ...
∫
Γ
FM(Q)
r n.rdΓ
]
F−1b.
(4.42)
Escrevendo a equação (4.42) para todos os pontos-fonte, ou seja, todos os nós do contorno e pontos
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internos, temos a seguinte equação matricial:
P = RF−1b = Sb, (4.43)
onde S = RF−1, P é um vetor que contém o valor de P(Q) em todos os pontos-fonte Q, e R é uma
matriz que contém os valores das integrais da equação (4.42) quando esta equação é escrita para todos os
pontos-fonte Q.
4.5 Equação matricial
Considerando todas as forças de corpo que aparecem nas equações (4.14), (4.16), e (4.17), o vetor P
para estas equações é dado por:
P =

0 0 Smcbb S
mc
bi S
mc
bc
0 0 Smcib S
mc
ii S
mc
ic
Sp1cbb S
p1c
bi S
p1
bb S
p1
bi S
p1
bc
Sp2cbb S
p2c
bi S
p2
bb S
p2
bi S
p2
bc
Sp1cib S
p1c
ii S
p1
ib S
p2
ii S
p1
ic
Sp1ccb S
p1c
ci S
p1
cb S
p1
ci S
p1
cc


ub
ui
wb
wi
wc

(4.44)
onde o índice sobrescrito da matriz S representa o tipo de equação que está sendo utilizada, ou seja, m
representa a equação da membrana dada pela equação (4.14), p1 representa a primeira equação da placa,
dada pela equação (4.16), e p2 representa a segunda equação da placa, dada pela equação (4.17). A letra
c no índice sobrescrito significa que estes são termos de acoplamento. Na matriz S, o primeiro índice
subscrito representa a localização dos pontos fontes (b, se os pontos fontes estão em uma parte suave do
contorno, i se eles estão no domínio e c, se eles estão nos cantos). O segundo índice subscrito mostra
onde estão as forças de corpo que são multiplicadas pelos termos da matriz de S. Para o segundo índice,
as mesmas letras do primeiro índice subscrito são utilizadas com o mesmo significado. O vetor do lado
direito tem valores nodais das forças de corpo que, neste caso são dadas por deslocamentos (todos os
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demais termos das integrais de domínio são considerados como parte da solução fundamental v∗). A letra
u representa os deslocamentos nas direções x e y e w representa o deslocamento na direção transversal.
Os índices subscritos do vetor do lado direito indicam a localização dos nós, onde os deslocamentos são
calculados.
Finalmente, se o contorno Γ é discretizado em elementos de contorno, as equações (4.14), (4.16), e
(4.17) são escritas para todos os pontos-fonte, e a seguinte equação matricial pode ser obtida:

Hmbb 0 0 0 0
Hmib I 0 0 0
Hp1cbb 0 H
p1
bb 0 H
p1
bc
Hp2cbb 0 H
p2
bb 0 H
p2
bc
Hp1cib 0 H
p1
ib I H
p1
ic
Hp1ccb 0 H
p1
cb 0 H
p1
cc


ub
ui
wb
wi
wc

=

Gmbb 0 0
Gmib 0 0
0 Gp1bb G
p1
bc
0 Gp2bb G
p2
bc
0 Gp1ib G
p1
ic
0 Gp1cb G
p1
cc


tb
pb
pc

+

0 0 Smcbb S
mc
bi S
mc
bc
0 0 Smcib S
mc
ii S
mc
ic
Sp1cbb S
p1c
bi S
p1
bb S
p1
bi S
p1
bc
Sp2cbb S
p2c
bi S
p2
bb S
p2
bi S
p2
bc
Sp1cib S
p1c
ii S
p1
ib S
p2
ii S
p1
ic
Sp1ccb S
p1c
ci S
p1
cb S
p1
ci S
p1
cc


ub
ui
wb
wi
wc

+q+

Mmbb M
m
bi 0 0 0
Mmib M
m
ii 0 0 0
0 0 Mp1bb M
p1
bi M
p1
bc
0 0 Mp2bb M
p2
bi M
p2
bc
0 0 Mp1ib M
p2
ii M
p1
ic
0 0 Mp1cb M
p1
ci M
p1
cc


u¨b
u¨i
w¨b
w¨i
w¨c

(4.45)
onde H e G são as matrizes de influência do método dos elementos de contorno; o vetor v contém deslo-
camentos transversais e rotações dos nós (não somente deslocamentos transversais como o vetor w). Os
vetores t e p contém reações nos nós de contorno para as equações da membrana e placa, respectivamente.
O vetor q é devido à carga no domínio qi. As integrais de domínio devido aos qi’s são transformados
exatamente em integrais de contorno usando o procedimento apresentado em [Albuquerque et al., 2006].
A matriz M é a matriz de massa e o vetor que a multiplica é a aceleração que, através do método de
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Houbolt, é escrita em função dos deslocamentos.
A equação (4.45) pode ser escrita em uma forma mais concisa como:
Hv = Gt+Su+q+Mu¨ (4.46)
Finalmente, as colunas de matrizes da equação (4.46) podem ser ordenadas em conformidade com
as condições de contorno, obtendo-se assim um sistema de equações lineares, o qual será útil na análise
modal de cascas, que é um dos objetivos do presente trabalho. Como parte da metodologia desenvolvida,
também foi implementada formulação dinâmica para cascas abatidas isotrópicas. Para isso foi realizado
o mesmo procedimento de aplicação do método dos elementos de contorno apresentado nesta seção,
utilizando-se, no entanto, as soluções fundamentais para a formulação dinâmica de cascas abatidas iso-
trópicas na formulação do MEC. O método de [Houbolt, 1950], de múltiplos passos é utilizado para
descrever a aceleração em termos dos deslocamentos, o qual é descrito na seção 4.7.
4.6 Problemas de vibrações livres sem amortecimento
Para problemas estacionários, onde a carga q é aplicada, em uma dada frequência ω, tem-se:
Hv = Gt+Su+ω2Mu+q (4.47)
Em vibrações livres tem-se que a carga é nula, desta forma:
Hv = Gt+Su+ω2Mu (4.48)
A equação (4.48) pode ser escrita como:
H¯v = Gt+ω2Mv (4.49)
onde
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v = u (4.50)
e
H¯ = H+S (4.51)
Com a finalidade de transformar a equação 4.49 em um problema de auto-valores e auto-vetores, o
contorno é dividido em Γ1 e Γ2 (Figura 4.4), onde Γ1 corresponde à parte do contorno onde há restrições
de deslocamento e Γ2 corresponde à parte que não possui restrições de deslocamento.
Figura 4.4: Contorno Γ1 restrito e contorno Γ2 livre [Santana, 2008].
Dessa forma, a equação (4.49) pode ser escrita como:
 H¯11 H¯12
H¯21 H¯22
 v1v2
−
 G11 G12
G21 G22
 t1t2
= ω2
 M11 M12
M21 M22
 v1v2
 , (4.52)
onde os índices 1 e 2 correspondem às equações obtidas com os pontos fontes nos contornos Γ1 e Γ2
respectivamente. Sendo v1 = 0 e t2 = 0, a equação (4.52) pode ser escrita como:
H¯12v2−G11t1 = ω2M12v2 (4.53)
H¯22v2−G21t1 = ω2M22v2 (4.54)
ou
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Hˆv2 = ω2Mv2 (4.55)
onde Hˆ e Mˆ são dadas por:
Hˆ = H22−G21G−111 H12 (4.56)
Mˆ = M22−G21G−111 M12 (4.57)
A equação matricial (4.55) pode ser rearranjada de forma a se ter um problema de auto-valor e auto-
vetor padrão, ou seja:
Av2 = λv2 (4.58)
onde
A = Hˆ−1Mˆ (4.59)
λ é o auto-valor que pode ser escrito como:
λ=
1
ω2
(4.60)
sendoω a frequência natural e v2 é o auto-vetor que é equivalente aos modos de vibrar da casca. O número
de frequências naturais possíveis em um sistema discretizado é igual ao número de graus de liberdade da
estrutura. Porém, o erro numérico é maior nas frequências mais altas. Entretanto, na maioria dos casos
de engenharia, o interesse é pelas frequências mais baixas ou primeiras frequências. Os auto-valores
e auto-vetores da equação (4.58) podem ser calculados usando procedimentos numéricos padrões para
matrizes não simétricas, já que A é não simétrico.
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4.7 Método de Houbolt
Neste trabalho a integração no tempo será realizada através do método proposto por [Houbolt, 1950].
Segundo [Loeffler and Mansur, 1987] esse método é o mais apropriado para se utilizar na integração
direta no tempo (em conjunto com o MRD). Dentre as suas características mais importantes está o elevado
amortecimento numérico, o que torna os resultados obtidos pelo método da reciprocidade dual ou método
da integração radial mais suaves que aqueles obtidos por outras formulações do método dos elementos de
contorno aplicadas à elasto-dinâmica [Chirino et al., 1994]. Para se reduzir o amortecimento numérico
é necessário usar passos de tempo menores na formulação. Também, para se conseguir reduzir o passo
de tempo e obter uma maior precisão dos resultados é necessário refinar a malha ou aumentar o número
de nós internos. Assim, considere que as únicas forças de corpo presentes num corpo de domínio Ω e
contorno Γ são devido ao campo de aceleração u¨, conforme a equação (4.13). Conforme descrito nos
trabalhos de [Santana, 2008] e [Albuquerque, 2001], o esquema de Houbolt está enquadrado entre os
métodos de múltiplos passos, pois o mesmo não se utiliza apenas dos valores do passo anterior para
determinar os valores atuais e sim de três outros passos anteriores. Para se proceder a integração no
tempo durante um período T , este período é dividido em N intervalos iguais ∆τ (T = N∆τ). A aceleração
em τ+∆τ é aproximada pela expressão de diferenças finitas da qual o método provém:
u¨τ+∆τ =
1
∆τ2
(2uτ+∆τ−5uτ+4uτ−∆τ−uτ−2∆τ) (4.61)
onde τ+∆τ é o passo de tempo atual, τ é o passo de tempo imediatamente anterior ao passo de tempo
atual τ+∆τ, τ−∆τ é o passo de tempo imediatamente anterior ao passo τ, τ− 2∆τ é o passo de tempo
imediatamente anterior ao passo τ−∆τ e, por último, ∆τ é o intervalo de tempo entre passos consecutivos
de tempo. Sendo u, uτ−∆τ e uτ−2∆τ conhecidos, pode-se calcular uτ+∆τ através de um sistema da seguinte
maneira:
Axτ+∆τ = yτ+∆τ (4.62)
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onde xτ+∆τ é o vetor de variáveis desconhecidas e yτ+∆τ é o vetor de variáveis conhecidas, sendo que
seus elementos são calculados a partir dos valores de u dos passos de tempo anteriores e das condições
de contorno no tempo τ+∆τ. Em seguida, quando o sistema (4.62) é resolvido, o vetor uτ+∆τ é conhecido
e a solução pode então ser encontrada para o próximo passo de tempo.
4.8 Funções de aproximação
Duas funções de aproximação foram utilizadas para a formulação acoplada de cascas abatidas em
[Albuquerque and Aliabadi, 2010]. A primeira trata-se de uma função de base radial que tem sido usada
extensivamente no MRD e é dada por:
fm1 = 1+R. (4.63)
A segunda é bem conhecida como spline de placas finas:
fm2 = R
2 log(R), (4.64)
usada com a função de aumento dada pelas equações (4.28) e (4.29). Tem sido demonstrado em al-
guns trabalhos da literatura que esta função de aproximação pode dar excelentes resultados para muitas
formulações diferentes [Partridge, 2000].
O método da integração radial baseia-se em duas integrais que são calculadas numericamente. A
primeira é dada pela equação (4.33) que é calculada para cada ponto de integração do contorno, com ρ
variando de zero a r. A segunda é dada pela equação (4.38) que é calculada ao longo do elemento. Neste
trabalho é utilizada a função de aproximação (4.63). O número de pontos de integração usado nestas
integrais é de fundamental importância para o método da integração radial. O uso de poucos pontos
de integração torna o método impreciso. Já se muitos pontos forem usados, o custo computacional fica
alto. Alguns trabalhos da literatura indicam que para alguns problemas isotrópicos poucos pontos de
integração são suficientes para se obter resultados adequados [Gao, 2002, Jesus et al., 2010]. A análise
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da sensibilidade do método da integração radial quanto ao número de pontos de integração, considerando
a formulação dinâmica de cascas abatidas de compósitos laminados simétricos e de cascas isotrópicas, é
apresentada, respectivamente, no capítulo 5 e na seção A.1.
Capı´tulo 5
Resultados numéricos
5.1 Introdução
Nesta seção são apresentados resultados numéricos para cascas abatidas ortotrópicas obtidos a par-
tir da formulação descrita no presente trabalho. Foram realizadas implementações para análise modal e
transiente de cascas abatidas isotrópicas e ortotrópicas (no apêndice A deste trabalho são apresentados
os resultados de análises numéricas realizadas para um problema transiente em cascas abatidas isotrópi-
cas sob condição de contorno simplesmente apoiada). A implementação computacional foi desenvolvida
utilizando-se o código MATLAB, tendo como base rotinas desenvolvidas para análise transiente de pla-
cas, para elasticidade plana e para o cálculo de deslocamentos de cascas abatidas, ambas gentilmente
cedidas pelo grupo de pesquisa do Professor Éder Lima de Albuquerque. A tabela 5.1 mostra um resumo
dos resultados numéricos apresentados neste capítulo, indicando os tipos de problemas, geometrias e
materiais nos exemplos de cascas analisados.
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Figura 5.1: Resumo dos exemplos numéricos apresentados neste capítulo.
5.2 Aplicação do MIR na análise modal de cascas abatidas isotró-
picas e ortotrópicas
Os resultados numéricos obtidos para os valores das frequências fundamentais em problemas de vi-
bração livre são apresentados nesta seção para cascas abatidas isotrópicas e ortotrópicas de geometria
esférica, com projeções quadradas e circulares. Os resultados são comparados com resultados disponí-
veis na literatura.
5.2.1 Análise modal de uma casca abatida circular isotrópica engastada
Considere uma casca abatida isotrópica engastada de projeção circular, sob condição de contorno
engastada experimentando vibração livre (Figura 5.2), com raio a= 1,0 m, espessura h= 0,05 m, módulo
de elasticidade E = 1000,0N/m2 , razão de Poisson ν = 0,3 e densidade por unidade de volume ρ =
0,222N/m3.
Nesse exemplo numérico são utilizadas duas malhas. A primeira consiste em uma malha de 20 ele-
mentos de contorno constantes e 17 pontos internos distribuídos num raio de 0,8 m a partir da coordenada
central da casca (malha 1). A malha 2 é dada por 60 elementos de contorno constantes e 141 pontos in-
ternos, distribuídos num raio de 0,9 m a partir do centro da malha (Figura 5.3). Foram utilizados 30 e 40
pontos de integração para calcular os resultados referentes às malhas 1 e 2, respectivamente. Os erros em
percentagem foram calculados da seguinte maneira
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Figura 5.2: Casca abatida circular engastada [Useche and Albuquerque, 2015].
ε=
∣∣∣∣ωn−ωaωa
∣∣∣∣ .100 (5.1)
onde ωn é o resultado numérico obtido utilizando o MEC e ωa o resultado analítico.
Figura 5.3: Malha de elementos de contorno e pontos internos para uma casca abatida circular esférica (60 elementos de
contorno e 141 pontos internos).
A tabela 5.1 apresenta a primeira frequência natural para alguns valores do raio de curvatura R da
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casca. Os resultados são comparados com os resultados analíticos obtidos da fórmula de Reissner, apre-
sentados em [Providaskis and Beskos, 1991]. Nesse caso os resultados obtidos foram mais precisos para
maiores valores de curvatura da casca.
Tabela 5.1: Primeira frequência natural (rad/s) em uma casca isotrópica abatida engastada para diferentes valores de curvatura.
Raio de curvatura Analítica MEC (malha 1) Erro (%) MEC(malha 2) Erro (%)
R = 10 13,714 14,369 4,78 13,933 1,59
R = 20 11,196 11,626 3,84 11,285 0,79
R = 30 10,660 11,042 3,58 10,721 0,57
R = 40 10,467 10,830 3,47 10,516 0,47
Os seis primeiros modos de vibrar, representados por projeções indicando a magnitude dos desloca-
mentos transversais correspondentes à casca abatida com raio de curvatura R=10 m, utilizando a malha 2
e 40 pontos de integração, podem vistos a partir das Figuras 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9. A profundidade
indicada no lado direito dessas figuras é dada em metros.
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Figura 5.4: Primeiro modo 13,933 rad/s (Engastada).
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Figura 5.5: Segundo modo 22,737 rad/s (Engastada).
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Figura 5.6: Terceiro modo 22,737 rad/s (Engastada).
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Figura 5.7: Quarto modo 36,156 rad/s (Engastada).
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Figura 5.8: Quinto modo 36,156 rad/s (Engastada).
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Figura 5.9: Sexto modo 41,072 rad/s (Engastada).
5.2.2 Análise modal de uma casca abatida quadrada esférica isotrópica engas-
tada
Os resultados obtidos para este caso são apresentados na tabela 5.2, os quais são comparados com
as frequências obtidas a partir dos resultados obtidos por [Sladek et al., 2006] para a deflexão central
utilizando um método sem malha, ilustrados nas Figuras 5.12 e 5.13, referentes à análise transiente em
um problema de cascas abatidas isotrópicas (Figura 5.10) e que considera o efeito de deformação por
cisalhamento. A geometria e as propriedades do material da casca são: comprimento da borda a=0,254
m, espessura da borda h = 0,0127 m, densidade de massa ρ = 7,166 · 104N/m3, módulo de elasticidade
E = 0,6895 ·1010N/m2 e a razão de Poisson ν = 0,3.
Uma malha com 28 elementos de contorno constantes de igual comprimento e 25 pontos internos
distribuídos uniformemente foi usada neste caso (Figura 5.11). Esse problema foi analisado considerando
todas as bordas engastadas (u1 = t2 = w = ∂w/∂n = 0 em x1 = 0 e x1 = a, e t1 = u2 = w = ∂w/∂n = 0
em x2 = 0 e x2 = a) e para dois valores de razão de curvatura (R/a = 10 e R/a = 5). A variável temporal
é normalizada por t0 = a
2
4
√
ρh
D
= 1,35 · 10−2s. As deflexões no nó central da casca estão normalizadas
por wp3
(a
2
)
= 8,842 · 10−3m. A técnica utilizada para obter um valor aproximado para a frequência
fundamental, a partir do gráfico normalizado da deflexão vs. tempo, foi multiplicar o valor da abcissa
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Figura 5.10: Casca abatida quadrada esférica [Albuquerque and Aliabadi, 2010].
Figura 5.11: Malha de elementos de contorno e pontos internos para uma casca abatida quadrada esférica (28 elementos de
contorno e 25 pontos internos.)
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(referente ao tempo), correspondente a um período, pelo fator de normalização do tempo t0, o que resulta
no valor do período T e consequentemente obtemos a frequência ω= 1/T .
Figura 5.12: Casca abatida quadrada isotrópica (R/a = 5).
Figura 5.13: Casca abatida quadrada isotrópica (R/a = 10).
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Tabela 5.2: Primeira frequência natural (em Hz) de uma casca abatida quadrada isotrópica engastada para dois valores de
razão de curvatura.
Razão de curvatura Sladek (2006) MEC Erro (%)
R/a = 5 117,896 120,202 1,95
R/a = 10 108,948 109,681 0,67
Similarmente como foi observado nos resultados obtidos para uma casca isotrópica de projeção cir-
cular descritos na seção 5.2.1, os valores encontrados para os erros são próximos de 1%, os quais foram
menores para maiores valores do raio de curvatura da casca, ou seja, os resultados são mais precisos à
medida que a estrutura tende ao caso de uma placa.
5.2.3 Análise modal de uma casca abatida quadrada esférica ortotrópica engas-
tada
Os resultados para esse exemplo numérico são comparados com as frequências obtidas a partir do
trabalho de análise transiente realizado por [Sladek et al., 2007], conforme vemos nas Figuras 5.14 e
5.15. A geometria e as propriedades do material da casca são: comprimento da aresta da casca abatida no
domínio Ω com a =0,254 m e a espessura h = 0,0127 m, os módulos elásticos transversal E2 = 0,6895 ·
1010N/m e longitudinal E1 = 2E2 (arestas engastadas), o coeficiente de Poisson ν21 = 0,15 e ν12 = 0,3,
densidade de massa ρ = 7,166 ·103N/m3, e o módulo de cisalhamento Gxy = E2/[2(1−ν12)]. A variável
temporal é normalizada por t0 = a
2
4
√
ρh
D2
= 0,44 ·10−2s. A mesma malha, condição de contorno (todas as
bordas engastadas) e procedimento para se obter um valor aproximado da frequência fundamental, do
problema analisado na seção 5.2.2, foram utilizados nesta seção. Os resultados calculados para este caso
são apresentados na tabela 5.3, e conforme pode ser observado, os erros obtidos em relação ao valor da
frequência fundamental para R/a = 10 e R/a = 5 foram próximos de 1%.
Para esse caso observa-se que o erro é maior para maiores valores de razão de curvatura da casca
ortotrópica.
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Figura 5.14: Casca abatida quadrada ortotrópica (R/a = 5).
Figura 5.15: Casca abatida quadrada ortotrópica (R/a = 10).
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Tabela 5.3: Primeira frequência natural (em Hz) em uma casca abatida quadrada ortotrópica engastada para dois valores de
razão de curvatura.
Razão de curvatura Sladek (2007) MEC Erro (%)
R/a = 5 421,7 426,3 1,09
R/a = 10 399,1 393,5 1,40
5.3 Aplicação do MIR na análise transiente de cascas abatidas iso-
trópicas e ortotrópicas
Nesta seção, os resultados numéricos para os valores de deflexão central são apresentados para cascas
abatidas isotrópicas e ortotrópicas de geometria esférica sob cargas dependentes do tempo. Os valores
obtidos são comparados com resultados disponíveis na literatura.
5.3.1 Cascas abatidas quadradas esféricas isotrópicas
A fim de avaliar a precisão da formulação proposta, considere-se uma casca abatida quadrada esférica
isotrópica, como mostrado na Figura 5.10. A geometria e as propriedades do material da casca são:
comprimento da borda a=0,254 m, espessura da borda h = 0,0127 m, densidade de massa ρ = 7,166 ·
104 N/m3, módulo de elasticidade E = 0,6895 ·1010 N/m2, a razão de Poisson ν = 0,3. A estrutura está
submetida a uma carga uniforme com variação temporal de Heaviside, com amplitude da carga qo =
2,07 ·106 N/m2, conforme vemos na Figura 5.16.
Uma malha com 28 elementos de contorno constantes de igual comprimento e 25 pontos internos
distribuídos uniformemente foi usada neste caso (Figura 5.11). Esse problema foi analisado considerando
dois tipos de condições de contorno, ou seja, todas as bordas engastadas (u1 = t2 = w = ∂w/∂n = 0 em
x1 = 0 e x1 = a, e t1 = u2 = w= ∂w/∂n= 0 em x2 = 0 e x2 = a) e todas as bordas simplesmente apoiadas
(u1 = t2 = w = mn = 0 em x1 = 0 e x1 = a, e t1 = u2 = w = mn = 0 em x2 = 0 e x2 = a). Para esses
problemas, apenas a função de aproximação fm1 é usada.
As Figuras 5.17 e 5.18 apresentam os resultados obtidos para dois casos, com bordas engastadas
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Figura 5.16: Carga uniforme (Heaviside).
e com bordas simplesmente apoiadas, respectivamente. A variável temporal é normalizada por t0 =
a2
4
√
ρh
D
= 1,35 · 10−2s, onde D = Eh312(1−ν2) . As deflexões estão normalizadas por w
p
3
(a
2
)
= 8,842 · 10−3 m
para o primeiro caso, e por wp3
(a
2
)
= 28,29 · 10−3 m para o segundo caso. Esse problema foi analisado
para as razões R/a = 5 e R/a = 10 (curvatura da casca). Esses resultados foram obtidos usando 30 pontos
de integração.
Considerando T o período o tamanho de passo de tempo é dado por ∆τ = TN . Nas análises foram
utilizados N = 40 e N = 80 passos de tempo, ou seja, referentes à tamanhos de passo de tempo iguais a
∆τ = 2,53 ·10−4 s e ∆τ = 1,25 ·10−4 s, respectivamente.
Os resultados são comparados com resultados obtidos por um método sem malha apresentado por
[Sladek et al., 2006] para os mesmos problemas, porém incluindo uma formulação onde o cisalhamento é
considerado. É importante salientar que o método proposto neste trabalho usa a formulação de Kirchhoff
para placas finas enquanto que em [Sladek et al., 2006] (método sem malha) é utilizada uma teoria que
considera o efeito da deformação cisalhante, porém, ainda assim, há uma boa concordância entre os
resultados obtidos por esse e os resultados calculados neste trabalho.
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Figura 5.17: Casca isotrópica com bordas engastadas para R/a = 10 e R/a = 5.
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Figura 5.18: Casca isotrópica com bordas simplesmente apoiadas para R/a = 10 e R/a = 5.
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5.3.2 Cascas abatidas circulares esféricas isotrópicas
Considere uma casca abatida de projeção circular sob a condição de contorno engastada, como ilus-
trado na Figura 5.2, sujeita a uma carga q distribuída uniformemente sob sua superfície e de módulo igual
a 1N/m2, do tipo representado na Figura 5.19. As propriedades geométricas da casca são: a = 5,0 m, h =
0,1 m, R = 100 m, e as seguintes propriedades do material: E = 210000 Pa, ν = 0,3 e densidade de massa
ρ = 500 · 10−6 kgm/m3. Foram utilizadas três malhas, conforme indicado na Figura 5.20. Os pontos
internos em cada malha foram distribuídos num raio de 4,5m a partir do ponto central da malha circular.
Para a malha com 60 elementos de contorno constantes e 141 pontos internos foi obtido um resultado
estável utilizando-se 40 pontos de integração, enquanto que o resultado obtido utilizando-se 30 pontos de
integração, para a mesma malha, apresentou problemas de instabilidade. Nesse caso foi utilizado passo
de tempo igual a 5 ·10−4s (50 passos de tempo). Os resultados são comparados com resultados obtidos
por [Useche and Albuquerque, 2015] para o mesmo problema, usando uma formulação de elementos de
contorno de reciprocidade dual e que considera o efeito de deformação por cisalhamento. A partir da
Figura 5.20 observa-se que com o aumento do número de pontos internos e de elementos de contorno,
os resultados apresentaram uma maior convergência. Também é importante ressaltar a influência que o
número de pontos de integração apresentou com relação à estabilização dos resultados ao se refinar a
malha, ou seja, houve estabilidade com o aumento do número de pontos de integração.
5.3.3 Cascas abatidas quadradas esféricas ortotrópicas
Considere agora uma casca abatida quadrada esférica de uma única camada ortotrópica, como mos-
trado na Figura 5.10. A estrutura está submetida a uma carga de impacto com dependência temporal do
tipo Heaviside (Figura 5.16). Nesta seção são analisadas cascas com bordas engastadas e simplesmente
apoiadas. A geometria e as propriedades do material da casca são: comprimento da aresta da casca
abatida no domínio Ω com a =0,254 m e espessura h = 0,0127 m, módulos elásticos transversal E2 =
0,6895 · 1010 N/m2 e longitudinal E1 = 2E2 (arestas engastadas), o coeficiente de Poisson ν21 = 0,15 e
ν12 = 0,3, densidade de massa ρ = 7,166 ·103 N/m3, e o módulo de cisalhamento Gxy = E2/[2(1−ν12)].
Capítulo 5. Resultados numéricos 126
−0.02 −0.015 −0.01 −0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
 Tempo (s)
 
Ca
rg
a 
ap
lic
ad
a 
(N
/m
2 )
Figura 5.19: Carga aplicada.
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Figura 5.20: Casca abatida isotrópica circular engastada.
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A malha usada para este caso possui 28 elementos de contorno constantes de igual comprimento e
25 pontos internos distribuídos uniformemente. Dois tipos de condições de contorno são analisadas:
o caso em que todas as bordas estão engastadas (u1 = t2 = w = ∂w/∂n = 0 em x1 = 0 e x1 = a, e
t1 = u2 = w = ∂w/∂n = 0 em x2 = 0 e x2 = a) e o caso em que todas as bordas estão simplesmente
apoiadas (u1 = t2 = w = mn = 0 em x1 = 0 e x1 = a, e t1 = u2 = w = mn = 0 em x2 = 0 e x2 = a). A
variável temporal é normalizada por t0 = a
2
4
√
ρh
D2
= 0,44 · 10−2s onde D2 = Eh
3
12(1−ν12ν21) . Duas razões de
raios de curvatura e comprimento de aresta foram utilizados (R/a = 5 e R/a = 10). Para esses proble-
mas, apenas a função de aproximação fm1 é usada. Os resultados foram obtidos utilizando-se 30 pontos
de integração. Com a finalidade de avaliar a precisão da formulação, as Figuras 5.21 e 5.22 também
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Figura 5.21: Casca ortotrópica com bordas engastadas para R/a = 10 e R/a = 5.
apresentam resultados obtidos por um método sem malha apresentado por [Sladek et al., 2007] para os
mesmos problemas, mas considerando uma formulação onde o efeito de cisalhamento é considerado. Os
deslocamentos são normalizados pelo deslocamento central de uma placa isotrópica (E1 = E2 e todas as
outras constantes do material permanecem as mesmas da casca), com o comprimento da aresta e espes-
sura idênticas, sob a mesma carga. Esse deslocamento é igual ao wp3
(a
2
)
= 8,842 · 10−3 m para a casca
engastada e igual a wp3
(a
2
)
= 28,29 ·10−3 m para a casca simplesmente apoiada. Como pode ser visto, há
uma boa concordância entre os resultados calculados neste trabalho e os resultados obtidos por [Sladek
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et al., 2007] usando o método sem malha local de Petrov-Galerkin (MLPG). Conforme mostrado nas
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Figura 5.22: Casca ortotrópica com bordas simplesmente apoiadas para R/a = 10 e R/a = 5.
Figuras 5.17, 5.18, 5.20, 5.21 e 5.22 o método da integração radial mostra-se bastante adequado para o
tratamento destes tipos de problemas, pelo fato de não ter que se calcular soluções particulares, o que é
vantajoso, dada a facilidade de implementação, quando comparado ao método dos elementos de contorno
de reciprocidade dual.
5.4 Análise de variação de parâmetros para um problema transi-
ente de cascas abatidas ortotrópicas
Foram feitas análises de sensibilidade de parâmetros numéricos para o caso de uma casca abatida or-
totrópica do exemplo citado na seção 5.3.3, a partir da formulação do método dos elementos de contorno
para análise dinâmica de cascas abatidas anisotrópicas, onde são analisados os resultados obtidos para
a variação temporal da deflexão central sob condição de contorno engastada, tais como convergência de
malha (variando número de elementos de contorno e número de pontos internos) e a dependência dos
valores da deflexão obtidos a partir do cálculo dinâmico em relação ao número de passos de tempo (mé-
todo de Houbolt) e ao número de pontos de integração utilizados no código computacional. Também foi
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analisada a dependência dos resultados em relação aos parâmetros de curvatura, espessura e anisotropia
da casca, com a finalidade de avaliar a precisão do método proposto. A geometria e as propriedades do
material da casca utilizados nas análises seguintes, quando não são especificadas, são as mesmas para o
caso de casca ortotrópica engastada citada na seção 5.3.3 deste capítulo.
5.4.1 Sensibilidade ao número de elementos de contorno
Nesta seção são analisados os resultados para uma malha de 25 pontos internos, usando-se 80 passos
de tempo e 30 pontos de integração. O problema foi analisado utilizando-se 12, 16, 20, 24 e 28 elementos
de contorno constantes de mesmo comprimento. A Figura 5.23 mostra a deflexão central da casca em
função do tempo. Além disso, são mostrados nesta figura os resultados usando o MLPG apresentados
por [Sladek et al., 2007].
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Figura 5.23: Deflexão central da casca ortotrópica sujeita a variação de elementos de contorno.
Os resultados obtidos se mostraram bem próximos da solução do MLPG. Conforme observado na Fi-
gura 5.23, há pouca influência da discretização do contorno sobre os resultados obtidos usando o método
proposto neste trabalho, sendo possível notar uma rápida convergência a partir do aumento do número de
elementos de contorno.
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5.4.2 Sensibilidade ao número de pontos internos
A casca foi discretizada usando-se 28 elementos de contorno constantes. Os resultados obtidos para
a deflexão foram calculados usando-se 40 pontos de integração e 60 passos de tempo. O problema foi
analisado utilizando-se 1, 9, 25 e 49 pontos internos distribuídos uniformemente. A Figura 5.24 mostra a
deflexão central da casca em função do tempo.
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Figura 5.24: Deflexão central da casca ortotrópica sujeita a variação de pontos internos.
A partir da Figura 5.24 pode-se observar que há uma influência do número de pontos internos para se
obter uma maior precisão nos resultados. Dentre os resultados apresentados nessa figura, aquele obtido
utilizando 1 ponto interno foi o mais distante do resultado obtido por [Sladek et al., 2007], enquanto
que aquele obtido usando-se 49 pontos internos foi o mais próximo. Porém, é possível notar que foram
necessários poucos pontos internos para uma modelagem adequada deste problema.
5.4.3 Sensibilidade ao tamanho do passo de tempo
Para essa análise foi utilizada uma malha com 28 elementos de contorno constantes, 25 pontos inter-
nos e 30 pontos de integração, variando-se o tamanho do passo de tempo, o que é realizado variando-se
o número de passos de tempo na formulação, ou seja, aumentando-se o número de passos de tempo,
reduz-se o tamanho dos mesmos, de acordo com o método de Houbolt.
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Figura 5.25: Deflexão central da casca ortotrópica com o tempo para diferentes passos de tempo.
Pode-se observar da Figura 5.25 que houve pouca variação dos resultados quando se usaram 60,
80, 100 e 120 passos de tempo, os quais apresentaram boa convergência com a solução do MLPG, ao
contrário dos resultados obtidos usando-se 10, 20 e 40 passos de tempo, que ficaram mais distantes.
Isto indica que há uma tendência de passos de tempo com tamanho excessivamente grande suavizarem
o resultado, havendo um tamanho ótimo a partir do qual passos de tempo menores variam pouco os
resultados.
5.4.4 Sensibilidade à razão de curvatura R/a
Para esta análise é utilizada uma malha com 28 elementos de contorno e 25 pontos internos. São utili-
zados 60 passos de tempo e 30 pontos de integração, para vários valores de razão de curvatura/comprimento
de borda da casca (R/a).
Conforme é observado na Figura 5.26, os resultados obtidos para R/a = 50 e R/a = 100 são bem
próximos do caso particular calculado para placa usando-se o mesmo método utilizado neste trabalho,
o que está de acordo com o esperado. Observa-se também que os valores de deflexão aumentam e a
frequência diminui à medida que o raio de curvatura aumenta. É importante ressaltar que a formulação
utilizada para gerar os resultados desta análise foi desenvolvida para cascas abatidas, sendo esperado que
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Figura 5.26: Deflexão central da casca ortotrópica sujeita a variação de R/a.
bons resultados sejam obtidos para grandes valores da razão de curvatura.
5.4.5 Sensibilidade à razão a/h
Nesta análise é utilizada uma malha de 28 elementos de contorno constantes e 25 pontos internos,
usando-se 60 passos de tempo e 30 pontos de integração. Foi analisada uma casca abatida anisotró-
pica com razão de raio de curvatura/comprimento de borda R/a=10, variando a razão comprimento de
borda/espessura da casca a/h. Os resultados foram calculados para um mesmo valor de comprimento de
borda (a=0,254m).
Nota-se a partir da Figura 5.27 que a deflexão aumenta à medida que a espessura da casca dimi-
nui. Lembramos aqui que a formulação utilizada para gerar os resultados desta análise foi desenvolvida
para cascas abatidas anisotrópicas finas (teoria de Kirchhoff) sendo esperado que bons resultados sejam
obtidos para pequenos valores de espessura da casca.
5.4.6 Sensibilidade ao número de pontos de integração
Nesta análise é utilizada uma malha de 28 elementos de contorno constantes e 25 pontos internos. Foi
analisada uma casca abatida anisotrópica com razão de curvatura igual a R/a=10 e usando-se 60 passos
5.4. Análise de variação de parâmetros para um problema transiente de cascas abatidas ortotrópicas 133
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
−10
0
10
20
30
40
50
60
70
80
 t/t0
 
w
 
3/w
 
3p
(a/
2)
 
 
 a/h = 10
 a/h = 20
 a/h = 50
 a/h = 100
Figura 5.27: Deflexão central da casca ortotrópica sujeita à variação de a/h.
de tempo. Os resultados foram analisados variando-se o número de pontos de integração na formulação.
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Figura 5.28: Deflexão central da casca ortotrópica sujeita à variação do número de pontos de integração.
Como pode ser observado na Figura 5.28, praticamente não há dependência com relação ao número
de pontos de integração, a partir de 30 pontos.
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5.4.7 Sensibilidade à variação da razão entre os módulos de elasticidade E2 e E1
Nesta análise é utilizada uma malha de 28 elementos de contorno constantes e 25 pontos internos,
usando-se 60 passos de tempo. Foi analisada uma casca abatida anisotrópica com razão de curvatura
igual a R/a = 10. Os resultados foram calculados variando a razão entre os módulos de elasticidade
nas direções transversal e longitudinal RE = E2/E1, neste caso, usando diferentes valores de E2 para um
mesmo valor do módulo de elasticidade longitudinal E1=1,379 ·1010N/m2. Foram utilizados 30 pontos
de integração para RE = 1,RE = 2 e RE = 3, e 40 pontos de integração para RE = 4, com a finalidade de
obter uma estabilização dos resultados.
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Figura 5.29: Deflexão central da casca sujeita à variação de E2/E1.
A partir da Figura 5.29 observa-se que a deflexão diminuiu e a frequência aumentou com o aumento
do grau de anisotropia da estrutura, ou seja, à medida que E2 se torna maior que E1. A estrutura, nesse
caso, vai ficando mais rígida na direção de maior densidade, ou seja, na direção transversal, que é a razão
pela qual a deflexão diminui.
Capı´tulo 6
Disposições finais
6.1 Conclusões
Este trabalho apresentou uma formulação do método dos elementos de contorno para a análise de
problemas dinâmicos em cascas abatidas esféricas isotrópicas e anisotrópicas. Essa formulação foi ob-
tida pelo acoplamento da formulação de elasticidade plana e de placas finas, considerando os efeitos da
curvatura e de inércia como sendo forças de corpo.
Foram usados elementos de contorno constantes. As integrais de domínio provenientes das forças
de corpo foram transformadas em integrais de contorno usando o método da integração radial. O uso
desse método na análise dinâmica de cascas isotrópicas e anisotrópicas representa uma das principais
contribuições deste trabalho.
No método da integração radial foi utilizada a função de base radial 1+R como função de aproxima-
ção.
A formulação desenvolvida foi implementada computacionalmente e aplicada a problemas numéri-
cos de cascas abatidas isotrópicas e ortotrópicas e mostrou boa concordância com resultados numéricos
disponíveis na literatura.
Os resultados são satisfatórios quando se analisam cascas abatidas, tanto na análise dinâmica tran-
siente quanto no cálculo das frequências naturais e modos de vibração, para diferentes geometrias e
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condições de contorno. Porém, um elevado número de pontos internos e pontos de integração são ne-
cessários. Ainda assim o MIR mostrou-se apropriado para o tratamento de problemas de cascas, pois
permite a livre escolha de funções de aproximação e dispensa o cálculo de soluções particulares, o que
para certos problemas pode ser difícil ou até impossível de serem encontradas, no que se refere a materiais
anisotrópicos.
Análises numéricas de variação de parâmetros e de convergência de malha foram realizadas para cas-
cas abatidas isotrópicas e ortotrópicas, sendo observado que as respostas dinâmicas são significantemente
influenciadas pela curvatura, espessura e grau de anisotropia da casca (no caso de cascas ortotrópicas).
Nos casos analisados verificou-se que o número de elementos de contorno e de pontos internos tem in-
fluência significativa na precisão dos resultados, os quais apresentam convergência com o aumento desses
parâmetros. Também foi possível notar que ao se refinar a malha, o aumento no número de pontos de
integração era necessário para estabilizar os resultados.
Também observou-se nos resultados obtidos que há uma tendência de passos de tempo com tamanho
excessivamente grande suavizarem o resultado havendo um valor ótimo para esse parâmetro a partir do
qual passos de tempo menores variam pouco os resultados.
No geral, a formulação desenvolvida apresentou um bom desempenho na modelagem dinâmica tran-
siente e modal de cascas abatidas esféricas de materiais isotrópicos e anisotrópicos. Portanto, a principal
contribuição deste trabalho é o desenvolvimento e implementação de uma formulação do método dos ele-
mentos de contorno para cálculo dinâmico e modal de cascas abatidas isotrópicas e anisotrópicas usando
o método da integração radial, em que somente o contorno é discretizado.
6.2 Sugestões para trabalhos futuros
• Análise numérica da influência do tipo de elemento de contorno e da função de aproximação na
precisão dos resultados obtidos a partir do método proposto;
• Extensão da formulação desenvolvida para flambagem linear de cascas abatidas anisotrópicas;
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• Extensão da formulação desenvolvida para problemas de cascas abatidas sob grandes deflexões.
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Apeˆndice A
Análise da variação de parâmetros para um
problema transiente de cascas abatidas isotrópicas
A.1 Casca quadrada esférica abatida isotrópica simplesmente apoi-
ada
Foram feitas análises de variação de parâmetros para o caso de uma casca abatida isotrópica sujeita
a carga dependente do tempo a partir da formulação do método dos elementos de contorno para análise
dinâmica de cascas abatidas isotrópicas, em que são analisados os resultados obtidos para a deflexão
central, sob condição de contorno simplesmente apoiada. São analisados a influência de alguns parâme-
tros tais como convergência de malha (variando número de elementos de contorno e número de pontos
internos) e a dependência dos valores da deflexão obtidos a partir do cálculo dinâmico em relação ao
número de passos de tempo (método de Houbolt) e ao número de pontos de integração utilizados no
código computacional. Também foi analisada a dependência dos resultados em relação aos parâmetros
de curvatura e espessura da casca, com a finalidade avaliar a precisão do método proposto. É analisado
aqui o mesmo exemplo numérico apresentado na seção 5.3, referente ao problema de uma casca quadrada
esférica abatida isotrópica sob condição de contorno simplesmente apoiada.
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A.1.1 Sensibilidade ao número de elementos de contorno
Nesta seção são analisados os resultados para uma malha de 25 pontos internos, usando-se 60 passos
de tempo e 30 pontos de integração. O problema foi analisado utilizando-se 12, 16, 20, 24, 32 e 40
elementos de contorno constantes de mesmo comprimento. As Figuras A.1 e A.2 mostram a deflexão
central da casca em função do tempo para dois valores da razão raio de curvatura/comprimento de borda
(R/a) iguais a 10 e 5, respectivamente. Além disso, são mostrados nesta figura os resultados para este
caso usando o MLPG apresentados por [Sladek et al., 2006].
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Figura A.1: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada sujeita a variação de elementos de contorno.
Conforme observado nesses dois exemplos, há uma influência significativa do número de elementos
da discretização do contorno na precisão dos resultados. Observa-se que à medida em que o número
de elementos de contorno aumenta, os resultados correspondentes convergem para resultados próximos
daqueles obtidos por [Sladek et al., 2006].
A.1.2 Sensibilidade ao número de pontos internos
A casca foi discretizada usando-se 28 elementos de contorno constantes. Os resultados obtidos para
a deflexão foram calculados usando-se 30 pontos de integração e 60 passos de tempo. O problema foi
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Figura A.2: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada sujeita a variação de elementos de contorno.
analisado utilizando-se 1, 9, 25, 49 e 81 pontos internos distribuídos uniformemente. As Figuras A.3 e
A.4 mostram a deflexão central da casca em função do tempo para R/a=10 e R/a=5, respectivamente.
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Figura A.3: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada sujeita a variação de pontos internos.
A partir das Figuras A.3 e A.4 nota-se que há uma influência do número de pontos internos para se
obter uma maior precisão nos resultados. Dentre os resultados apresentados nessa figura, aquele obtido
utilizando 1 ponto interno foi o mais distante do resultado obtido por [Sladek et al., 2006], enquanto que
os resultados obtidos a partir de 9 pontos internos convergem rapidamente para um resultado próximo do
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Figura A.4: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada sujeita a variação de pontos internos.
MLPG.
A.1.3 Sensibilidade ao tamanho do passo de tempo
Para essa análise foi utilizada uma malha com 28 elementos de contorno constantes, 25 pontos inter-
nos e 30 pontos de integração, variando-se o tamanho do passo de tempo, o que é realizado variando-se
o número de passos de tempo na formulação, ou seja, aumentando-se o número de passos de tempo,
reduz-se o tamanho dos mesmos, de acordo com o método de Houbolt.
Pode-se observar das Figuras A.5 e A.6, as quais correspondem aos resultados obtidos para R/a=10 e
R/a=5, que houve pouca variação dos resultados quando se usaram 60, 80, 100 e 120 passos de tempo em
ambos os exemplos, e os resultados apresentaram boa convergência com a solução do MLPG. Nos dois
casos, os resultados obtidos usando-se 10, 20 e 40 passos de tempo ficaram mais distantes dos demais
resultados. Isto indica que há uma tendência de passos de tempo com tamanho excessivamente grande
suavizarem o resultado, havendo um tamanho ótimo a partir do qual passos de tempo menores variam
pouco os resultados.
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 Sladek et al. (2006)  R/a = 10
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Figura A.5: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada com o tempo para diferentes passos de tempo
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 Sladek et al. (2006)  R/a = 5
 10 passos de tempo
 20 passos de tempo
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Figura A.6: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada com o tempo para diferentes passos de tempo
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A.1.4 Sensibilidade à razão de curvatura R/a
Para esta análise é utilizada uma malha com 28 elementos de contorno e 25 pontos internos. São utili-
zados 60 passos de tempo e 30 pontos de integração, para vários valores de razão de curvatura/comprimento
de borda da casca (R/a). Para essa análise foi utilizado um valor constante para a razão a/h igual a 20.
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Figura A.7: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada sujeita a variação de R/a.
É possível observar na Figura A.7 que os resultados obtidos para R/a = 50 e R/a = 100 são bem
próximos do caso particular calculado para placa usando-se a formulação apresentada neste trabalho, o
que é coerente com o que se espera desse comportamento. Pode-se notar também que os valores de
deflexão aumentam e a frequência diminui à medida que o raio de curvatura aumenta. É importante
ressaltar que a formulação utilizada para gerar os resultados desta análise foi desenvolvida para cascas
abatidas, sendo esperado que bons resultados sejam obtidos para grandes valores da razão de curvatura.
A.1.5 Sensibilidade à razão a/h
Nesta análise é utilizada uma malha de 28 elementos de contorno constantes e 25 pontos internos com
30 pontos de integração. Foi analisada uma casca abatida anisotrópica variando-se a razão comprimento
de borda/espessura da casca a/h. Os resultados foram calculados para um mesmo valor de comprimento
de borda (a=0,254m).
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Figura A.8: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada sujeita à variação de a/h (usando-se 60 passos de
tempo).
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Figura A.9: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada sujeita à variação de a/h (usando-se 120 passos de
tempo).
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Nota-se a partir das Figuras A.8 e A.9, correspondentes aos resultados obtidos para R/a=10 e R/a=5,
respectivamente, que a deflexão aumenta à medida que a espessura da casca diminui. Lembramos aqui
que a formulação utilizada para gerar os resultados desta análise foi desenvolvida para cascas finas, sendo
esperado que bons resultados sejam obtidos para pequenos valores de espessura da casca.
A.1.6 Sensibilidade ao número de pontos de integração
Nesta análise é utilizada uma malha de 28 elementos de contorno constantes e 25 pontos internos e
usando-se 60 passos de tempo. Foi analisada uma casca abatida anisotrópica com valores de razão de
curvatura iguais a R/a=10 e R/a=5. Os resultados foram analisados variando-se o número de pontos de
integração na formulação.
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 Sladek et al. (2006)  R/a = 10
 20 pontos de Gauss
 30 pontos de Gauss
 50 pontos de Gauss
Figura A.10: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada sujeita à variação do número de pontos de integração
(R/a=10)
Como pode ser observado nas Figuras A.10 e A.11, praticamente não há dependência com relação ao
número de pontos de integração em ambos os casos analisados. Nesse caso, os resultados obtidos para os
valores calculados a partir de 30 pontos de integração, com relação aos dois valores de razão de curvatura
citados, apresentaram boa convergência com o resultado obtido por [Sladek et al., 2006].
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 Sladek et al. (2006)  R/a = 5
 20 pontos de Gauss
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Figura A.11: Deflexão central da casca isotrópica simplesmente apoiada sujeita à variação do número de pontos de integração
(R/a=5). Pode-se observar instabilidade para 20 pontos de Gauss.
